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Vorwort

Dieses Skript entsteht aus der Mitschrift der Vorlesung von Guido Burkard iiber den Quan-
teninformationstheorie im Sommersemester 2013. Ubertragungsfehler konnten dazu gefiihrt
haben, dass vereinzelt Formeln von ihrem wahren Wert abweichen. Deshalb iibernehme ich
keine Gewahr fiir die Richtigkeit.

Veroffentlichung und Weitergabe nur mit Zustimmung der Dozenten und Autoren. Uber
Riickmeldungen zu Fehlern/Anregungen /Kritik wiirden wir uns freuen.

Markus Gruber, markus.gruber@uni-konstanz.de
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1 Einleitung

1.1 Fragestellungen

1) Was ist Information?
2) Welches sind die Gesetze, denen Information unterworfen ist?

3) Anwendungen (“Theorie”)

(a) Ubertragung/Speicherung von Information (Kommunikation) — Datenkompres-
sion, Fehlerkorrektur, Kryptologie

(b) Verarbeitung von Information (Rechnen) — Algorithmen, Komplexitétstheorie,
Fehlerkorrektur

Wieso ist dieses Thema interessant fiir Physiker? Die Antworten auf diese Fragen héngen
von den geltenden physikalischen Gesetzen ab.

Rolf Landauer sagte “Information is physical”, z.B. Landauer-Prinzip: Léschen eines Bits gibt
die Warme ) > kg7 In 2 frei.

In der traditionellen Behandlung von 1)-3) in der Informatik und E-Technik werden die
Gesetze der klassischen Physik zu Grund gelegt. Dies ist ausreichend fiir die Situationen im
Alltag und erhéltliche technische Gerédte (Hardware).

Aber: die fundamentalere Beschreibung ist die Quantenmechanik:

e mikroskopische/atomare Systeme, empirisch iiberpriift
e mesoskopische Systeme: quantenmechanische Effekte (Interferenz) auf der Mikrometer-
Skala meist bei tiefen Temperaturen (< 1K). Zum Beispiel:
— Supraleitende elektrische Schaltkreise (=~ pm)
— Quantendots ~ 100nm — 1 pm, Elektronen-Spins
e makroskopische Systeme: Gibt es eine Grenze fiir die Anwendbarkeit der Quantenme-
chanik? Diese Frage ist noch offen. Bislang gibt es jedoch keine Evidenz dafiir. Falls ja,

miisste “neue Physik” ins Spiel kommen, falls nein wire die Quanteninformationstheorie
universell anwendbar und Quantenmaschinen wéren im Prinzip skalierbar.

Die Skizze in Abbildung 1.1 nach Benett (IBM) veranschaulicht das Gebiet der Quantenin-
formationstheorie.
Fragen dieser Vorlesung:

1’) Was ist Quanteninformation?

2’) Welchen Gesetzen unterliegt Quanteninformation? (Welchen Gesetzen unterliegt Infor-
mation, wenn quantenmechanische Regeln gelten?) Insbesondere gilt 2)# 27)?
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1 FEinleitung

"/.‘klassische Physik

Quanteninformationstechnologie

Quantenphysik Abbildung 1.1: Quanteninformationstheorie

nach Bennett (IBM)

3") (a) Ubertragung von Quanteninformation — Quantenkommunikation

(b) Verarbeitung von Quanteninformation — Quantencomputer
Bemerkung:
e Diese Vorlesung konnte auch Quanteninformation und Quantencomputing heifen.
e Quanteninformation bezeichnet oft nur 2’) und 3’a), nicht 3’b).
Worum es in der Vorlesung geht:

e Einfithrung in die Quanteninformationstheorie

wichtigste Grundlagen / Verstédndnis

Formalismus

Beispiele

Worum es hier nicht geht:
e Grundlagen der Quantenmechanik (bis auf wenige Ausnahmen)
e Interpretation der Quantenmechanik
e kompletter Uberblick der Quanteninformationstheorie

e physikalische Realisierungen (bis auf wenige Ausnahmen)

1.2 Klassische Informationstheorie

Beispiel: Kaffee bestellen (vereinfacht). Es gibt folgende Wahlmoglichkeiten:
e grofs oder klein,
e heift oder Eis,
e mit oder ohne Koffein.

Dies sind insgesamt 22 = 8 Kombinationsmoglichkeiten und drei unabhiingige Einheiten von
Information, Antworten auf ja/nein. Der Informationsgehalt der Bestellung betrigt 3 Bits.
Bit ist die englische Kurzform fiir binary digit und hat die Werte 0 oder 1 (Veroffentlicht
von C. Shannon 1948, erfunden von John Tukey).

2 Stand: 20. Juli 2013



1.2 Klassische Informationstheorie

Bemerkung:

1) Der Informationsgehalt stimmt nur, wenn der Kellner keine ,Erwartung” hat (a priori
Wahrscheinlichkeiten p = 1/2)

2) Unabhéngigkeit I = IGré')f&e + ITemperatur + [Koffein =1+14+1=3

Gegenbeispiel zu 1): Der Kellner kennt seinen Kunden, d.h. er weifs, was er /sie immer bestellt.
Dann ist der Informationsgehalt I = 0. Im Allgemeinen ist die Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1,
z.B. weif der Kellner pgrop = 0.5, pheip = 0.9 und pkoftein = 0.8.

Wie kann man die Information messen? Wir wiinschen g0 = 1 (in Bits), 0 < Ipeig, IKoffein <
1. Wie sieht die Funktion I(p) aus?
Forderungen:

(i) I(p) =20
(ii) I(1) =0

(iii) Fir unabhéngige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten p; und ps gilt p = p1p2. Damit
I(p) = I(p1p2) = I(p1) + I(p2) (Additivitit)

(iv) I(p) sei stetig (und differenzierbar zur Vereinfachung)

Daraus ergeben sich folgende Beziehungen:

I(p®) = 2I(p) nach (iii)

I(p") = nl(p)

I(p) = I((p"™)™) = mI(p"/™)
= 1(p"/™) = ~1(p).

Aufgrund der Stetigkeit (iv) folgt I(p®) = al(p) fir 0 < p < 1 und a > 0. Ableiten dieser
Beziehung nach a ergibt
I'(p*)p" Inp = I(p).

Fiir a = 1 erhdlt man die Bedingung

I'(p)plnp = I(p)
I'(p) d 1 1
=—1Inl(p) = = — .
I(p) dp ») plnp p|Inp|

Integration auf beiden Seiten liefert

InI(p) = In(| In(p)|) + const
< I(p) = —dlnp.

Wihle nun d so, dass
I(p) = —logyp = —logp. (1.1)

Dabei bezeichnet log immer den Logarithmus zur Basis 2.
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1 FEinleitung

A H(p) v zufillige Bits

= Abbildung 1.2: Shannon-Entropie fiir ein Bit
0 1/2 1 als Funktion der Wahrscheinlichkeit p, dass x = 1

Bemerkung;:
(i) I(p) heibt Informationsgehalt oder Uberraschungswert einer Nachricht (Shannon).
(ii) I(p) > 1, falls p < 1/2.

(iii) Aber: mittlerer Informationsgehalt (I) ist beschrankt, z.B. ist fiir Bits 0 < (I) < 1.
Konkret ist

H(p) = (I(p)) = > _p(x)I(p(x)) = = > _ p(x)logp()

die Shannon-Entropie (s.u.).
Fiir Bits gilt « € {0,1}, d.h. H(p) = —p(0) log(p(0)) — p(1)log(p(1)). Wegen p(0) +
p(1) = 1 definiere p := p(0) und erhalte

H(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p).

Es gilt H(1 —p) = H(p), d.h. H ist symmetrisch beziiglich p = 1/2 und ein Plot findet
sich in Abbildung 1.2.

Beispiel: Kaffee-Bestellung

Bemerkung;:
1) Der Informationsgehalt hingt von der Bestellung ab.
2) Der Informationsgehalt kann grofer als 3 Bits sein.

Fiir die Bestellung ,,grofser, heifier, entkoffeinierter Kaffe* gilt

I= I(pgrofé) + I(pheifé) + I(l - pKoﬁein)
=1 +10g(0.9) + log(0.2) = 3.47.

Im Mittel gilt
H= H(pgrofé) + H(pheifé) + H(pKoffein)
=1+047+0.72=2.19< 3

Zwei Theoreme von Shannon (1948)
(I) Wie stark kann Information komprimiert werden? — noiseless coding theorem

(IT) Mit welcher Rate kann man durch einen fehlerhaften Kanal verldsslich kommunizieren?
— noisy channel coding theorem
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1.2 Klassische Informationstheorie

Shannon-Theorem |

(iii)

(iv)
(v)

Definition: Ein Alphabet X ist eine endliche Menge X = {x1,...,zx}, wobei die
Anzahl der Elemente K > 1 ist. Z.B. Bits: X = {0,1}, K = 2.

Definition: Eine Nachricht (Botschaft) der Lange n ist eine Sequenz von n Symbolen
aus einem Alphabet X.

Xi1 3ty an
A xie X B
Alice Bob

Zweck ist die Ubertragung oder Speicherung von Information.

Die Symbole in der Nachricht seinen i.i.d. (independently and identically distributed,
also unabhéngig und identisch verteilt), d.h. fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
dichte gilt

n

p(Tit, ..., Tin) = H (i)

k=1
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung p : X — [0,1], > p(x) = 1.

betrachte den Grenzfall n — oo (Asymptotik)

Typische Botschaften der Liange n:
e Es gibt insgesamt K™ Botschaften der Linge n.
e Nur typische Botschaften haben eine endliche Wahrscheinlichkeit fiir n — oo.

e In einer typischen Botschaft kommt das Symbol z p(z)n-mal vor (gilt fiir alle z).
Die Haufigkeit p(x)n kann gerundet werden, der Rundungsfehler geht gegen 0 fiir
n — oo.

e Nicht typische Botschaften sind unwahrscheinlich (p — 0 fiir n — o).
e Typische Botschaften unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Symbole.

e Wie viele typische Botschaften gibt es?
Anzahl von Permutationen von n Objekten mit Wiederholungen p(z;)n, i =
1,2,..., K (»Kombinatorik) ist gegeben durch
n! n!

N = Bl e 15 (plen)t

Mit der Stirling-Approximation des Logarithmus
Inn!~nlnn—n+ O(lnn)
und log 2 = log, = (log, e) In z folgt

logn! ~ logn —nloge
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1 FEinleitung

und daraus

K
log N = logn! — Z log((p(zi)n)!)

i=1
K K
~ nlogn —nloge — Zp(xi)nlog(p(xi)n) + an(a:z) loge
i=1 i=1
K K
=nlogn —nloge —n Zp(wi)(logp(xi) +logn) +nloge ZP(%)
i=1 =1

1

K K
=nlogn —nlogn Zp(a:z) —-n Zp(xz) log p(z;)

i=1 i=1
K
=-n Zp(l‘i) log p(z;)
i=1
= nH(p)
mit der Shannon-Entropie
K
H(p) := = plw:)logp(z;).

=1

Damit ist die Anzahl der typischen Botschaften N ~ 27(?),
Komprimierung:
e Block-Code (Blocks der Lange n > 1)
e bendétige nH (p) log K Bits
e mit Bits (K = 2) benétigt man nH (p) Bits
e nH(p) <n
e falls H(p) < n spricht man von Kompression.

Beispiel: X = {0,1},p = p(0),1 —p = p(1), H(p) = plogp — (1 — p)log(1l — p), siche
Abbildung 1.2. Fiir p # 1/2 ist eine Kompression moglich.

Satz (Shannon-Theorem I (noiseless coding)). FEine Botschaft (in einem Alphabet X mit K
Symbolen) kann von nlog K Bits auf nH (p) log K Bits komprimiert werden (fir Bits, K = 2,
von n auf nH(p) Bits), wobei H(p) = > . x p(x)logp(x) die Shannon-Entropie ist.

Korollar. Zufillige Bits (p = 1/2) kénnen nicht komprimiert werden

Bemerkung: Die Shannon-Entropie ist der Erwartungswert der iibertragenen Information:
H(p) = (~logp).
Beispiel: (i) p(z1) =1, p(xix1) = 0, daraus folgt H(p) =0
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1.2 Klassische Informationstheorie

(ii) K =2 (Bits): H(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p)
Eigenschaften von H(p):

(i) Seien p1,p2 : X — [0,1] Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber X. Definiert man eine
neue Wahrscheinlichkeitsverteilung p durch ,mischen”

p(@) := wpr(x) + (1 — w)pa(x),
mit 0 < w < 1, so gilt
H(p) = H(wpy + (1 = w)p2) = wH(p1) + (1 — w)H(pa2).
Diese Eigenschaft bezeichnet man als Konkavitdt.

(ii) Zup: X xY — [0,1],(z,y) — p(z,y) kann man die Randverteilungen

pr: X —[0,1] z— Zp(a:,y)
yey

py:Y = (0,1 y— > plzy)
zeX

definieren. Fiir diese gilt
H(p) < H(ps) + H(py)-

Gleichheit gilt genau dann, wenn p(z,y) = p(z)p(y) also keine Korrelation vorliegt.
Die obige Ungleichung wird Subadditivitit genannt.

(i) Seip: X xY — [0,1],(x,y) — p(z,y). Dann gilt auch
H(p) = H(p,) und H(p) > H(py).

Dies ist intuitiv klar, denn nach dieser Ungleichung enthélt die gesamte Botschaft
mindestens soviel Information wie jedes ihrer Teile. Allerdings stimmt diese nicht in
der Quanteninformationstheorie! Der Grund dafiir ist Verschrankung (vgl. Kapitel 77?).

Shannon-Theorem |1

Wir betrachten Kanéile mit Rauschen

A sendet x mit p(x)

— % B empfangt y mit p(y|x)

X
M
X Y

Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(y|z) ist eine Eigenschaft des Kanals.

Bemerkung:

e Beide Seiten kénnen das selbe Alphabet verwenden (X = Y'), miissen es aber nicht
zwingend.

e Der Kanal wird charakterisiert durch p(y|z).

Stand: 20. Juli 2013 7



1 FEinleitung

Beispiel: Fiir Bits (X = Y = {0,1}) betrachten wir die stochastische Matriz fir einen
symmetrischen bindren Kanal:

X
p(ylz) | 0 1
0 1—¢ €
Y 1 € 1—¢

Es gilt >, p(y|z) = 1. Fiir € = 0,1 ist der Kanal perfekt, fiir ¢ = 1/2 gibt es nur Rauschen.

Frage: Wieviel Information kann man (pro Benutzung des Kanals) fehlerfrei (fiir n — o)
transportieren? Die Antwort liefert die Kapazitéit des Kanals und das Shannon-Theorem II.
Aufgabe fiir B: bestimme x aus y, d.h. die Wahrscheinlichkeit p(z|y). Benutze dazu p(x,y) =
p(y|x)pe(z) = p(x|y)py(y). Daraus erhdlt man

plaly) = p(zy) _  plylz)p(z)
p(y) o pyla)p(a’)’

wobei fiir das zweite Gleichheitszeichen die Beziehung p(y) = . p(z’, y) verwendet wurde.
Diese Beziehung nennt man Satz von Bayes .
Gesucht ist der Informationsgewinn von B pro gesendetem Symbol. Dazu betrachten wir die
Bilanz zwischen Wissen von B vor und nach der Ubertragung eines Symbols. Vor der Uber-
tragung kennt B nur die a-priori-Wahrscheinlichkeit p(z) fiir die Ubertragung des Symbols
x. Nach dem Empfang von y ist das Wissen von B iiber z gegeben durch p(z|y). Die fehlende
Information pro Symbol ist gegeben durch die Shannon-Entropie.

vorher: Z p(z) log p(z

nachher: H(X[Y) := (~logp(zly)) = — > p(x,y)logp(=]y)
7y

H(X|Y) heift bedingte Shannon-Entropie oder Aquivokation.
Im Mittel betragt der Informationsgewinn nach dem Empfang von y
I(X;Y):=H(X)—- HX|Y).

I(X;Y) heilt gegenseitige Information oder Transinformation, auf Englisch mutual infor-
mation.
Mit Hilfe von p(z|y) = p(z,y)/py(y) kann man H(X|Y') konkret ausrechnen:

H(X|Y) == p(x,y)log p(z|y) = Zp x,y) log p(a, y) +Zzpm y) log py(y)

7y
%,_/

Py (y)
=H(X,Y)-H(Y).
Analog erhdlt man H(Y|X) = H(X,Y) — H(X). Damit ergibt sich fiir die gegenseitige
Information
I(X;Y)= —HX|Y) —( —H(X) )
Information nachher Information vorher
=HX)+H(Y)-H(X,Y)
=HY)-HY|X)=I1(Y;X) >0 (Subadditivitét).
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1.2 Klassische Informationstheorie

Betrachtung der Extremfélle:

(i) ,nur Rauschen®, y ist unabhéngig von x, d.h. p(y|x) = py(y). Damit ist p(z,y) =
p(ylz)p(x) = pa(x)py(y), woraus sich fiir die Entropie

HX,)Y)=H(X)+ H(Y),
und die Transinformation
IX,)Y)=-H(X,)Y)+ HX)+H(Y)=0
ergibt.

(ii) ,perfekte Ubertragung®. Wir nehmen X = Y an und kénnen jedes y € Y mit einem
x € X identifizieren. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten p(y|z) = 04y, po(z) = py(x)
und damit p(x,y) = Ozypz(x) = dzypy(y). Fiir die Entropie ergibt sich

H(X,Y) == plx,y)logp(z,y) = pr )log p(x) = H(z) = H(y)
.,y

und fir die Transinformation

I(X;Y) =2H(X) - H(X) = HX).

Wir suchen nun eine Definition fiir die Kapazitit eines Kanals (klassisch). Die gegenseitige
Information 7(X;Y’) héngt ab von

1) Kanal tiber p(y|x),
2) Quelle/Sender iiber p,(z).

Wir wollen die bestmogliche Informationsiibertragung durch den Kanal betrachten. Daher
definieren wir

C:=maxI(X;Y)
{p=}

als klassiche Kapazitit des Kanals. C' hangt damit nur noch vom Kanal ab (tiiber p(y|x)).

Beispiel: Symmetrischer bindrer Kanal: X =Y = {0,1} Setze p, : X — [0,1],0 — p,1 —
1 — p fiir ein p € [0, 1]. Damit ergibt sich

H(X) = —plogp — (1 —p)log(l —p).
Fiir den symmetrischen binéiren Kanal gelten die Ubertragungswahrscheinlichkeiten

p(00) =p(1[1) =1 —¢
p(1]0) = p(0[1) =€

fiir ein € € [0, 1].
Fiir py(y) := > cx P(y|7)pz () ergibt sich damit

O (1—¢e)p+e(l—p)=p+ec—2p
l—=(1—-¢e)1—p)+ep=1—p—c+2p.

py:Y—>[O,1},{
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1 FEinleitung

Fiir die Shannon-Entropie erhalten wir daraus
HY)=—(p+e+2p)loglp+e+2p) —(1—p—ec—2p)log(l —p—ec — 2p)

Mit p(x,y) = p(y|x)p.(z) ergibt sich die gemeinsame Verteilungsfunktion

(0,0) = (1 —¢)p
pXxy oo JBO=ep

(0,1) = (1 —p)

(L) = (1-¢)(1~-p)

Deren Entropie betriagt

H(X,Y) = —(1—¢)plog(l—ep)—eplogep—e(l—p)loge(1—p)—(1—¢)(1—p)log(1—¢)(1—p).
Damit kénnen wir nun die gegenseitige Information berechnen

I(X;Y)=H(X)+H(Y) - HX,Y)
=cloge+ (1 —¢)log(l —e)—
(p+e+2ep)log(p + e+ 2ep) + (1 —p — & + 2ep) log(1 — p — & + 2ep)
=—H(e)+ H(p+ e+ 2¢ep),

wobel H(z) = —zlogz — (1 — z)log(1 — z) (fiir ein z € [0,1]) als Abkiirzung verwendet
wurde. Fiir die Kapazitéit miissen wir nun 7(X;Y") als Funktion von p maximieren. Da p nur
im zweiten Summanden auftaucht, gentigt es, H(p + € + 2ep) zu maximieren. Wir wissen
bereits, dass H(z) maximal ist fiir z = 1/2, daher fordern wir

—_

Pmax +e— 2<€pmax ; o
2
und erhalten

1/2—¢ 1
1—2

pmax -

Damit ist die Kapazitdt des Kanals
C =maxI(p,e)=1(1/2,e) =1— H(e).
P

In Abbildung 1.3 ist die Kapazitdt in Abhéngigkeit von der Rauschwahrscheinlichkeit e
gezeigt. Fiir ¢ = 1/2 (nur Rauschen) hat der Kanal tiberhaupt keine Kapazitit. Die Funktion
ist symmetrisch beziiglich ¢ = 1/2. Fiir ¢ > 1/2 werden die Bits gedreht, was aber fiir den
Informationsgehalt keinen Unterschied macht.

Wie kann man iiber einen fehlerhaften Kanal verlédsslich Daten iibertragen? Die Antwort
liefert das Shannon-Theorem II.

Satz (Shannon-Theorem II (noisy channel coding theorem)). Durch Codierung einer Nach-
richt der Linge nR (in Bits) in 2" Codeworte der Linge n kann die Nachricht asymptotisch
(n — oo) fehlerfrei tibertragen werden, falls die Rate 0 < R < 1 die Kapazitit C' nicht iber-
steigt: R < C.
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1.2 Klassische Informationstheorie

Ce)

1_-
1/24

0 ' »c Abbildung 1.3: Kapazitit eines symmetrischen binédren

1/2 1 Kanals mit Rauschwahrscheinlichkeit e
X %
%Codewort
: X
Lo xox
| X y=x
X ;
WX X X/ Abbildung 1.4: Visualisierung von empfangener Botschaft y und
’x}:fypische BotSChafE,"' moglichen gesendeten typischen Botschaften. Falls in der Kugel genau

............. : ein Codewort vorhanden ist, ist eine Dekodierung moglich.

Beweisskizze. 1) Wihle 2"® Codeworte aus 2" moglichen n-Bit Nachrichten (Bitketten).

2) Idee: Codeworte solle moglichst ,weit auseinander* liegen (— Hamming-Distanz ) so,
dass fehlerhafte Codeworte noch unterscheidbar sind.

Beispiel: R = 1/3, 0 — 000 und 1 — 111. Dann wird aus dem fehlerhaften Code-
wort 010 wieder 0. Damit kdnnen Fehler, die durch ein fehlerhaft iibertragenes Symbol
entstanden sind, korrigiert werden.

3) Idee (Shannon): Wihle Codeworte zuféllig, d.h. mit Wahrscheinlichkeit p(z) (random
coding). Dies ist gut fiir den Beweis aber nicht sehr praktikabel.

4) Mit hoher Wahrscheinlichkeit sind so gewéhlte Codeworte typische Botschaften. Fiir
diese gibt es 27 (*) Maglichkeiten.

5) typische empfangene Botschaft y — = (X = Y) mit bedingter Wahrscheinlichkeit
p(z|y). Fiir diese gibt es 27 (X1Y) magliche gesendete Botschaften.

6) Betrachte Kugel um y, welche 2"(H(XIY)+9) 5 ~ (0 Botschaften enthalt (vgl. Abbil-
dung 1.4).

7) Falls genau ein Codewort in der Kugel ist, kann die Nachricht dekodiert werden.

8) Der Anteil der typischen Botschaften in der Kugel ist

n(H(X|Y)+d
2D iy o) _ gontixr-o

onH(X)
9) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Codewort zuféllig in der Kugel liegt, betriagt

P = 2nR27n(I(X;Y)75) _ 2fn([(X;Y)7R75).
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1 FEinleitung

Um fehlerfrei Dekodieren zu kénnen muss p — 0 fiir n — oo gelten. § > 0 kann beliebig
klein gewéhlt werden und damit ist R < I beliebig nahe an I wéhlbar (aber nicht > I).

10) Man kann zeigen, dass Codes existieren mit einer beliebig kleinen Fehlerwahrschein-
lichkeit fiir jedes Codewort, nicht nur im Mittel.

11) Das Maximum iiber alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(z) liefert

R<I(X,)Y)< max I(X;Y)=C.
{p(x)}

Somit muss die Rate kleiner als die Kanalkapazitit sein.

1.3 Quanteninformation

Wir verwenden zur Informationsiibertragung und -speicherung statt klassischer Systeme (z.B.
Bits) nun Quantensysteme. Das einfachste Quantensystem ist ein quantenmechanisches zwei-
Zustandssystem.

Beispiele:

(i) Photonen mit Polarisation |H) (horizontal) und |V') (vertikal). Man kann auch zirkular
polarisierte Photonen betrachten mit |o4) ~ |H) £ |V).

(ii) Abstrakt konnen wir definieren |H) =: |0), |V) =: [1). Dann gilt (0|1) = (H|V) = 0.

(iii) Elektronen mit Spin 1/2. Beziiglich einer beliebigen aber fest gewéhlten Quantisie-
rungsrichtung (z.b. externes Magnetfeld) definiere 1) = |0), |}) = |1).

Allgemein bzw. abstrakt bezeichnen wir dieses System als Quantenbit oder Qubit. Die (Re-
chen-)Basis ist |0),|1). Allgemeine Zustande kénnen durch Linearkombinationen dargestellt
werden

a]0) + A1) mit a, 8 € C.

Aufgrund der Normierung muss |a|? + |8]? = 1 gefordert werden und da die globale Phase
irrelevant ist, kann ohne Einschrankung o € R gew&hlt werden. Damit bleiben zwei Frei-
heitsgrade fiir die Wahl von a und 5. Diese Zustédnde kénnen durch die Bloch-Kugel (bzw.
Poincaré-Kugel fiir Photonen) veranschaulicht werden.

System zur Ubertragung von Quantensystemen (z.B. Qubits). Ein Quantenkanal benétigt
ein Quantenalphabet X C H aus einem Hilbertraum H. Fiir die Symbole schreiben wir
lpz) € X mit x = 1,2,..., K. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung sei gegeben durch p(z)
(Leex pl@) =1).

Allgemeiner ist das Alphabet fiir gemischte Zustande gegeben durch X = {p1,..., px} mit
den Dichtematrizen p;. Wir notieren dies als Ensemble

E={pz:x=1,...,K},p).

Fiir reine Zusténde ist p, = |p) (pz|, d.h. das Alphabet ist das selbe wie oben.
Fragestellungen:
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1) Wieviel klassische Information kann mit einer Quantenquelle durch einen Quantenkanal
ibertragen werden?
Die Antwort gab Holevo schon 1973 (vgl. ??). Die zugdangliche Information (accessible
information) ist beschrénkt durch die Holevo-Schranke x/(&):

Ace(€) < \(€)

Im ,besten Fall“, d.h. fiir reine, orthogonale Zusténde kann man héchstens n Bits pro
n Qubits libertragen.

2) Analog zu Shannon I: Wie stark ldsst sich eine Botschaft aus einer Quantenquelle
komprimieren?

(a) Alphabet aus reinen Zustanden, d.h. £ = ({|vz)},p)
Die Antwort liefert Benjamin Schumacher 1995 durch die Schumacher-Codierung.
Gleichzeitig erfand er das Wort Qubit. Dazu definiert man p = > p(z) |¢z) (©z]
und die von-Neumann-Entropie

S(p) = —tr(plog p),

wobei tr die Spur bezeichnet und der Logarithmus sinnvoll ist, da p positiv definit
ist. Nach Schumacher benétigt man nS(p) Qubits, um n Qubits zu iibertragen
bzw. speichern.

Im Spezialfall (| ) = 054, d.h. fiir orthogonale also unterscheidbare Zustédnde
gilt S(p) = H(p). Wir erhalten also fiir unterscheidbare (reine) Quantensysteme
den klassischen Fall!

(b) Alphabet aus gemischten Zusténden {p,}
Die Antwort liefert die Holevo-Information. Definiert man p = p(x)p, und

x(p) :=S(p) = > _ p(x)S(px),

so kann man n Qubits auf y(p)n Qubits komprimieren. Fiir reine Zustande gilt

0 0

S(lex) (al) = S B =0,
0 o
wir haben also wieder Fall (a).

3) Analogon zu Shannon II: Wieviel Quanteninformation lasst sich durch einen fehlerhaf-
ten Quantenkanal transportieren?
— Quanten-Kapazitit Cq

Bemerkungen:

e Ubergang von klassischer Information zu Quanteninformation
projektive Messung — verallgemeinerte Messung (POVM)

e bendtige Quantenmechanik der gemischten Zustdnde, Dichtematrizen, ...
Kanal bildet Dichteoperatoren auf Dichteoperatoren ab, p — p' = Ap, A wird deshalb
auch Superoperator genannt (vgl. Kapitel 2.4, Quanteninformation Kapitel 77)
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1.4 Klassische Rechner

Es gibt die beiden wichtigen Modelle der Turing-Maschine und der Schaltungen (circuits).
Wir wollen hir nur Schaltungen betrachten. Die Grundlage jedes Computers ist die Berech-
nung einer Bool’schen Funktion f: {0,1}" — {0,1}™.

Bemerkung: Falls n6tig konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit m = 1 annehmen
(Entscheidungsproblem). Der Grund hierfir ist, dass man f in m Entscheidungsprobleme
aufteilen kann und eine 1-Bit-Ausgabe oft ausreichend ist.

Man kann jede Boolsche Funktion f durch elementare logische Gatter (Operatoren) aus-
driicken:

AND g:D—a/\b OR ﬁ?avb
NOT a~[>o—ﬂa

a a
NAND b:Do— —(a A b) NOR bj)o— —(aV b)
XOR ngfa@b;aHb mod 2

Unter Verwendung der Gatter AND, OR und NOT kann man f darstellen in der konjunktiven
Normalform
f((l?) = /\ \/(_‘)niijija
(]

wobei x = (z1,...,2), Rij € {1,...,n}, n;; € {0,1} und (=)? := 1, (=)' := . Alternativ
gibt es mit diesen Gattern auch die disjunktive Normalform

f(x) = \/ /\(ﬁ)nijiﬁRi.j-

Mit Hilfe der de-Morganschen Regeln kann man aus AND und NOT ein OR-Gatter bauen,
oder aus OR und NOT ein AND-Gatter, z.B. ist a Ab = —(—a V —=b). Man kann sogar zeigen,
dass ein Gatter (z.B. NAND) ausreichen ist. In den bisherigen Schliissen haben wir implizit
angenommen, dass COPY oder FANOUT, also ein Kopieren der Bits (—C), moglich ist
sowie Hilfsbits verwendet werde konnen (E ).

Bemerkung: AND, OR und NAND sind irreversible Operationen. Nach Landauer wird dabei
die Warme AQ = kT In 2 frei.

Diesen Zusammenhang kann man sich anhand eines Bits, das durch ein ideales Gas gegeben
wird, klarmachen. Dazu betrachten wir ein ideales Gas mit einem Molekiil in einem Behélter
mit zwei Kammern (vgl Abbildung 1.5). Ist das Molekiil in der linken Kammer, so hat das
Bit den Wert 0, sonst 1. Das Bit kann geléscht, d.h. in einen definierten Zustand gebracht
werden, in dem das Gas soweit komprimiert wird, bis es nur noch die linke Kammer fiillt.
Die Entropiednderung betrigt dabei AS = kplnV,/Vi = kpln 2.
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Zustand 0 Zustand 1

Rit celoscht
1 |Bit geloscht

Abbildung 1.5: Entropieinderung durch Loschen
eines Bits

Reversibles Rechnen ist immer méglich (Bennett 1973), in dem geniigend Information iiber
die Eingabe behalten wird. Eleganter ist das Toffoli-Gatter:

—_——— a
b

—_—— — a
== D
(o

Dieses arbeitet reversibel und arbeitet fiir ¢ = 0 fiir a, b wie ein AND, fiir ¢ = 1 fiir a,b wie
ein NAND und fiir a = b =1 fiir ¢ wie ein NOT-Gatter und ist damit universell.

Was passiert mit der Eingabe a,b? Muss man diese irgendwann doch 16schen? Nein, denn
man kann rechnen, das Ergebnis kopieren (ist reversibel) und anschliefend die Rechnungen
umkehren (riickwérts rechnen). Da alle Prozesse reversibel sind, erhélt man daraus wieder
den Anfangszustand.

Zu einem Problem (Multiplikation, Faktorisierung, ...) gehort nicht nur eine Funktion f,
sondern eine ganze Familie {f,}, (n =1,2,...) zu jeder Problemgrofe n.

Xo — — Yo
X ):(1 T fn B }:/1 y= fn(X)
Xn—1 — —  Yn—1

Hinter der Komplezitit eines Problems steht die Frage: Wie groft bzw. komplex ist die Schal-
tung C), fiir f,, als Funktion von n? Hierfiir gibt es unterschiedliche Begriffe:

Grofe (engl. size) Groke(Cp) = Anzahl der Gatter

Breite (engl. width) Breite(C),) = maximale Anzahl an Gattern, die gleichzeitig
ausgefiihrt werden miissen

Tiefe (engl. depth) Tiefe(Cp,) = minimale Anzahl an Rechenschritten, wenn C),
parallel 1auft

Bemerkung: Die Funktionsvorschrift f,, — ¢, muss ,leicht® zu berechnen sein, sonst kann
die Komplexitdt des Problems unter Umsténden in dieser Abbildung ,versteckt® werden
—  Uniformitdt.

Frage: Wie unterscheidet man ,leichte” von ,schweren” Problemen?

Dies ist keine leichte Frage. Die Standardantwort aus der Informatik ist folgende:

leicht die Grofke des Problems ist polynomial beschrankt, d.h. es gibt £ > 1 und ¢ > 0,
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sodass
Crofe(C,,) < en®

fiir alle n € N gilt. Ein Beispiel hierfiir ist die Multiplikation. Diese Komplexitéatsklasse
bezeichnet man mit P (fiir polynomial).

P := {Entscheidungsprobleme f,, : {0,1}" — {0, 1} fiir welche Groke(C;,) < en*}

schwer sind alle anderen Probleme. Dies ist der generische Fall, da immer alle 2" Werte
von f, tabelliert werden kénnen. Dann gilt GroRe(C,,) ~ 2" > en®, da 2" exponentiell
wachst.

Bemerkung:

(i) Die Komplexitétsklasse héngt nicht vom gewédhlten (universellen) Satz von logischen
Gattern ab, denn diese beeinflussen die Grofle nur iiber einen konstanten Faktor, da
jedes logische Gatter durch einen endlichen Satz an anderen Gattern ersetzt werden
kann.

(ii) Die Komplexitét ist unabhéngig vom gewéhlten Modell (z. B. Schaltung oder Turing-
Maschine) Die Church-Turing-Hypothese besagt: alle Probleme, die ,irgendwie” in der
Natur berechenbar sind, kénnen durch eine universelle Turing-Maschine berechnet wer-
den. Die starke Church-Turing-Hypothese besagt, dass ein Problem, das auf einer Ma-
schine effizient (polynomial) berechnet werden kann, auch auf allen anderen Maschinen
effizient gelost werden kann.

Weitere Komplexitéitsklassen sind z.B.

NP := {Entscheidungsprobleme, deren Antwort leicht iiberpriifbar ist,

wenn ein Hinweis (witness) gegeben ist},

wobei NP fiir non-deterministic polynomial steht. Ein Beispiel hierfiir ist die Faktorisierung
F, d.h. die Aufgabe ,bestimme die Primfaktoren®. Als Entscheidungsproblem kann das Pro-
blem so formuliert werden: Gegeben ein x € N und ein y € N mit y < z. Gibt es einen
Faktor von x, der kleiner ist als y? Bislang ist kein effizienter (polynomial grofer) Algorith-
mus (Cp}) bekannt (klassisch). Man vermutet F' ¢ P. Aber wenn ein z < y gegeben ist,
das ein Faktor von z sein soll, kann diese Losung mittels eines Algorithmus aus P iiberpriift
werden: Division mit Rest von x durch z. Daher F' € NP. Es ist klar, dass P C NP. Fiir die
Antwort auf NP = P? gibt es vom Clay Mathematics Institute 1 x 10° USS.

Alle heutigen Kryptographieverfahren basieren darauf, dass bestimmte Operationen mit Hin-
weisen (Schliissel) polynomiell, aber ohne nur exponentiell ausgefithrt werden kénnen.

Kryptographie

Shannon zeigte: Das einzig (mathematisch, informationstheoretisch) sichere Verfahren ist
das one time pad (Vernam Verschliisselung). Gegeben ist eine Botschaft m = xoz1 - - 2zp—1
aus n Bits. Mit Hilfe eines gleich langen geheimen zufélligen Schliissels &, der nur einmal (!)
verwendet werden darf, verschliisselt man die Botschaft durch die Operation ¢ = m @ k.

Verschlusselung Ubertragung Entschlisselung
C

A c=mak B cak=(makok=m
k k
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Bei mehrmaliger Verwendung z.B. ¢; = mq ® k, co = mo @ k kann man den Schliissel durch
c1 ® cg = my @ my eliminieren und so versuchen, die Botschaften zu entschliisseln. Dieses
Verfahren ist unpraktisch, aber sicher (Shannon).

Eine Losung sind Verfahren mit 6ffentlichen Schliisseln (public key), z.B.

1) Diffie-Hellmann 1970er Jahre

2) RSA 1976 Rivest, Shamir und Adleman. Dieses Verfahren wurde bereits vorher von
Ellis, Cocks und Williams fiir den Britischen Geheimdienst GHCQ entwickelt und erst
1997 veroffentlicht (vgl. Abbildung 1.6)

Bemerkung: Peter Shor hat 1994 gezeigt, dass es einen effizienten Quantenalgorithmus zur
Faktorisierung gibt.

Weitere Komplexititsklassen sind hier nur noch kurz erwéhnt, z.B.
BPP = {Probleme {f,}, fiir welche ein {C},} mit Zufallselementen existiert,
wobei Groke(Cy,) < enf, sodass mit Wahrscheinlichkeit % +¢e,(e >0)
die korrekte Antwort erzeugt wird},

BPP steht fiir bounded error probabilistic polynomial. Spéater lernen wir BQP kennen, die

Klasse der mit einem Quantenrechner in polynomialer Zeit losbaren Probleme (vgl. Kapitel
77).

Bemerkungen:

1) Der Wert von € > 0 ist egal, da die Wahrscheinlichkeit durch Wiederholungen beliebig
nahe an 1 kommt

2) Es ist klar, dass P C BPP. Falls BPP # P, muss die starke Church-Turing-Hypothese

revidiert werden.

1.5 Quantenrechner

Peter Shor zeigte 1994, dass ein Quantenalgorithmus existiert, welcher eine Zahl aus n Bit
mit polynomialem Aufwand in n faktorisiert. Damit gilt /' € BQP. Es wird vermutet, dass

............ Internethandler . UL . . SR,
P, q groBe Primzahlen ) ) ) Kreditkartennummer X
N = pg i oOffentlicher Schliissel N i

o Ly
p i verschlisselte Botschaft ¢ ¢=X* mod N
c,p,qg— X
geheim : offentlich geheim

Abbildung 1.6: Ablauf der Verschliisselung mit RSA. Mit Hilfe der beiden Primzahlen p
und ¢ ist die Entschliisselung mit polynomialem Aufwand mdéglich. Sonst kann man 2 nur mit
exponentiellem Aufwand herausfinden.
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F ¢ BPP. Falls tatséchlich FF € BQP \ BPP gelten wiirde, wére die (revidierte) starke
Church-Turing-Hypothese falsch (und miisste nochmals revidiert werden).

Fiir Quantenrechner gibt es analoge Modelle, die Quanten-Turing-Maschine (Deutsch 1980er)
und die Quantenschaltung (quantum circuit). Die Quantenschaltung werden wir im Folgen-
den genauer untersuchen.

Die Ausgangswellenfunktion [tou) geht durch eine unitdre Abbildung U aus der Eingangs-
wellenfunktion |t¢i,) hervor, d.h.

|¢out> =U |¢in>7

da die zeitliche Entwicklung von abgeschlossenen Systemen durch die Schrodingergleichung
durch unitdre Operatoren gegeben ist.

1 — — 1
. 2 - — 2 .
|¢|n> n QUbItS : U : n QUbItS |wout>
n - L n

Eine Quantenschaltung besitzt aufgrund der Reversibilitdat immer genau so viele Eingénge
wie Ausgénge. Deshalb ist U eine 2" x 2™-Matrix. Die Wellenfunktion fiir die Schaltung
stammt aus dem Hilbertraum H = H5" mit Ha = {«|0) + B|1)}, welcher die Dimension
dimH = 2" besitzt.

Quantengatter
—r AT
Uz U = UsUn Uy
1 VU - = Zeit ¢ U [ Zeit t
— — 3 —

Di Vincenzo zeigte 1995, dass Ein- und Zwei-Qubit-Gatter ausreichend sind, um einen belie-
bigen Quantenalgorithmus U zu erzeugen. Zum Beispiel SU(2) (Spezielle unitare Gruppe der
Dimension 2, unitdre 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1) zusammen mit dem Controlled-
NOT-Gatter (CNOT) (s. unten).

U € SU(2) ist ein Beispiel fiir Ein-Qubit-Operationen (-Gatter), z.B. die Pauli-Matrizen/-
Gatter

0 1 0 —i 1 0
X“”‘(l 0)’ Y_Uy_<i 0)’ Z_”Z_<o —1>’

die Hadamard-Matrix bzw. das Hadamard-Gatter

1 (1 1>7d.h' 0) = 5(10)+1]1))

=750 1) (loy — 1),

Syl

das Phasengatter

N
Il

o)
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und das 7/8-Gatter

I= <(1) exp((i)w/él)) :

Ein Beispiel fiir Zwei-Qubit-Gatter ist das CNOT (controlled NOT, XOR, Quanten-XOR).

ol g 002100, = 10),10),
contro ——

Wirkung auf Produktbasis: 0021 = 1002110,

target b —@P—— 11)210), = [1),11),

Dl = 11)210)

allgemein: |x), |y), — |z), |z @ y), und linear fortgesetzt

Ucnot =

o O O
o O = O
— o O O
o= O O

Fiir beliebige Anfangszustéinde [1)) =37, o1 Cay |7),|y)y, € Ho@Ha (H2 = {a|0) + 5 [1)})
kann man Ucnot ebenfalls linear fortsetzen durch

Uoxor [¥) = Y cxylUonor [2), 1)y = D caylt)y |z S y)y-
z7y:011 x,y:(),l

Um die Wirkung von UcnoT zu verstehen betrachten wir folgendes Beispiel:

75 (10) +[1)

V2
0) Z—| H ) 55 (10)a10)5 + [1)a11),)

0)

Der Endzustand lasst sich nicht mehr auf die beiden Kanéle aufteilen. In diesem Fall spricht
man von Verschrinkung!

Bemerkung: Das Quantengatter ist reversibel, weil U~! = UT, da U unitér ist, z.B.

2
- UCNOT =1

Allgemeinere Quantengatter sind

1) controlled-U fir U € SU(2). Im Spezialfall U = o, erhalten wir das CNOT-Gatter. Die
Operation ist gegeben durch
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2) controlled-U mit U € SU(n) fir n Qubits:

1 control bit 1

n qubits : U

3) controlled-controlled U:

b |X>a|y>b‘z>c = ’X>a|y>b’z>c (XAy:O)
c—{U F—  Malslzle = 1,11, Ul2),

Fiir U = o, erhalten wir das Quanten-Toffoli-Gatter.

Bei n-Bit-Gattern ergibt sich ein so genannter Quantenparallelismus:

2" 1 1 1 271
) = 3 &) 2 4, F 2 =X aUR
x=0 } ; ; X=0
X05X1=---5Xn—1 n — I n
In der Produktbasis kénnte man auch |[¢in) == >, o1 Q(ay,....z,,_1) [T0) - - [Tn—1) schreiben
mit komplexen Gewichtungskoeffizienten ay. ... 5, ;). Dabei hat U auf 2" Eingaben gleich-
zeitig gewirkt! Versuche z.B.
) =B =
i) [ —
2 (|0) + [1)) U |%out) =5n/2 Z Ulx)
ey v2 x=0
0) —CAD —

Das Problem dabei ist, dass eine Messung die Uberlagerung in [toy) zerstort und man nur
ein Ergebnis erhélt. Daher ben6tigt man weitere Tricks, bzw. gute Algorithmen, um globale
Eigenschaften von |¢i,) herauszufinden.

Beispiel: Deutsch-Algorithmus (David Deutsch, 1985)
Gegeben sei eine unbekannte Boolsche Funktion (klassich) f:{0,1} — {0,1}.
Frage: Ist f konstant, d.h. f(0) = f(1) oder nicht (f(0) # f(1))?
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0)+11)

o —(H ) HCH H2D 101 oder 1)
U,
O T

Abbildung 1.7: Quantenschaltkreis des Deutsch-Algorithmus

Zusatzlich sei Uy : |x) |y) — |z) |y @ f(x)) als reversible Version von f (mit U? = 1) gegeben.
Die Quantenmechanik ergibt nun

(10) + [1))a10) — [1))s 72 [0), (1£0)) — [L& FO))), + 1) (1F(1) — [L& £(1))),
SN—— SN———
=|=f(0)) =|=f(1))
=10), (=1)7@ (|0 — |1>)b 1) q (D7D (10) = [1))s
=(=1)7O(j0) + (=1)/OTO [1))4(10) = 1))

Hierbei wurden die Normierungskonstanten aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen.
Misst man nun das erste Qubit in der Basis |£) :=|0) £|1), so wissen wir beim Ergebnis |+),
dass f(0) = f(1) und beim Ergebnis |—), dass f(0) # f(1). Dafur ist nur eine einzige Abfrage
notig. Der zu diesem Algorithmus gehorende Quantenschaltkreis ist in Abbildung 1.7 gezeigt.

Bemerkung:

1) Es gibt eine Verallgemeinerung (Deutsch-Josza) fir n Bits: f : {0,1}" — {0,1} sei
unbekannt, aber wir wissen f ist entweder konstant oder ausgeglichen (balanciert),
d.h. 2 1mal gilt f(z) = 0 und 2" '-mal gilt f(z) = 1. Klassisch benétigt man im
schlimmsten Fall < 2™/2 Abfragen. Quantenmechanisch kommt man mit einer Abfrage
aus. Der quantenmechanische Algorithmus ist also exponentiell schneller.

2) Dies sind sogenannte Orakelprobleme. Da man annimmt, dass es eine quantenmecha-
nische Implementierung der Funktion f gibt, kann man die Komplexitét zur ,relativ
zum Orakel f*“ angeben. Im Gegensatz dazu kommt der oben angesprochene Faktori-
sierungsalgorithmus ohne ein solches Orakel aus.
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2 Allgemeine Quantenzustande und
-operatoren

2.1 Axiome der Quantenmechanik

1. Zustande

Zustdnde beschreiben ein physikalisches System vollstdndig. In der Quantenmechanik wird
ein Zustand durch einen Vektor |¢) aus einem Hilbertraum H beschrieben. Genauer be-
schreibt dieser Vektor einen Zustand eines abgeschlossenen Systems. Auferdem beschreiben
Vektoren, die sich nur um eine skalare Multiplikation unterscheiden den selben Zustand. Man
betrachtet daher Strahlen , die als Aquivalenzklasse in H beziiglich skalarer Multiplikation
definiert sind, d.h. |¢) 2 |¢) < Jc € C\{0} : |¢) = c|p).

Ein Hilbertraum #H

(a) ist ein Vektorraum tiber C

(b) mit einem Skalarprodukt H x H — C, (|¢), |¢)) — (| 1), das die Eigenschaften
(i) (¢[v) > 0 fiir alle |¢) # 0 und (¢[¢h) =0 |¢) =0
(i) (ol (alyr) +bi2)) = ale|v) + b{p| ) fir alle o, ¢ € H, a,b € C
(iii) () = (¥]p)*
erfiillt.

(c¢) und vollstéandig ist beziiglich der Norm ||¢|| = /(%] ).

Die letzte Eigenschaft ist hier nicht so wichtig, da wir nur endlichdimensionale Hilbertraume
betrachten.

2. Observablen

Observablen sind messbare Grofsen. In der Quantenmechanik werden Observablen durch
hermitesche Operatoren A auf H beschrieben: A : H — H,|¢) — Al1). Diese besitzen
folgende Eigenschaften:

(i) Linearitdt: A(a|1) 4+ b|v2)) = aAl1) + bA |1e) fiir |¢1), [1e) € H, a,b e C

(i) Hermitizitit: A = AT, wobei AT der adjungierte Operator zu A ist, der durch die
Beziehung (| Ay) = <AT¢‘ ¥) fiir alle |¢),|¢) € H definiert ist. Dabei wurde die
Schreibweise |Ay) := A |1)) verwendet.

Hermitesche Operatoren besitzen eine Spektraldarstellung A = 3" a,P,, wobei a,, € R ein
Eigenwert von A und P, der Projektor auf den Eigenraum zu a,, ist. Falls a,, nicht entartet
ist, gilt P, = [¢n) (¢pn| mit dem zu a,, gehorenden Eigenvektor [i)y,). Die Projektoren sind

hermitesch P,J{ = P, und es gilt P, P, = 0, Pp.
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3. Messung
Eine Messung wird beschrieben durch einen hermiteschen Operator A = Af.

(i) Der Ausgang der Messung zu A ist einer der Eigenwerte a,, von A.

(ii) Der Zustand nach der Messung ist gegeben durch

Py )
VWP

wenn der Zustand vor der Messung durch [¢) gegeben war. Falls a,, nicht entartet ist,

gilt [¢) = [thn).

(iii) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Messergebnis a,, ist

P = [Bal)” = (& Pal )
und ohne Entartung p,, = |{1| ¥)|%.

[v') =

Korollar. Der Erwartungswert einer Observablen ist gegeben durch

(A) = pnan = D> _anPultb) = (¥ |A] ).

A

4. Zeitentwicklung
Die Zeitentwicklung ist unitdr und wird erzeugt durch einen hermiteschen Operator, den
Hamilton-Operator H. Die Schréodingergleichung lautet (A = 1)

() = ~iH () [w(1)
Aufgrund der Linearitéit der Schrédingergleichung verwenden wir den Ansatz
B(6)) = U () [1(0))
Dann ergibt sich
U(t) =Texp (—i/OtH(t’)dt’> ,
wobei T' der Zeitordungsoperator ist. Falls 9;H = 0, so folgt
U(t) = exp (—itH).

Beispiel: Betrachten wir ein Qubit. Der Hilbertraum H hat Dimension 2 und wird aufge-
spannt durch |0) und |1). Ein allgemeiner hermitescher Operator ist gegeben durch

A=<‘1 b), a,c ER,bEC.
b* ¢

Dieser ldsst sich in einer Basis aus hermiteschen Matrizen entwickeln
A_a—i—c 10 +a—c 1 0 +b+b* 0 1 +.b—b* 0 —i
—"2 (o1 2 \0 -1 2 1t o) 2 i o)
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2 Allgemeine Quantenzustidnde und -operatoren

Die Koeffizienten sind alle reell. Die hermiteschen Matrizen sind gerade die Einheitsmatrix
sowie die Pauli-Matrizen o, 0,,0,. Damit kénnen wir auch schreiben

3
A = col + c10, + c20y + €30, = oo + 1071 + c202 + €303 = E CiO;
=0

—

=cy+cC-a,

wobei ¢; € R (Z =0,1,2, 3), c= (61762, C3)T, o= (O’170'2,03) = (Ua;,Uy, UZ).

Die Spur von A ist gegeben durch tr A = 2¢g, da tro; =0 (1 = 1,2, 3).

Da der Hamiltonoperator ebenfalls hermitesch sein muss, kann man ihn also auch in der
Form H = 7i- 5 4 ¢ schreiben, wobei 7 zeitabhéngig sein kann und ohne Einschréinkung ¢ = 0
gesetzt werden kann, da diese Konstante nur als globale Phase beitrdgt. Mit der Definition
S = ha /2 (wobei wir im Folgenden h = 1 setzen) gilt fiir den Hamiltonoperator

H=0p-§=

-,

N | Sy

sodass wir uns ein Qubit immer als Spin in einem Magnetfeld B vorstellen kénnen. Dabei
ist b = gugB. Falls b zeitunabhéngig ist, ist auch H zeitunabhéngig, und es gilt fiir den
Zeitentwicklungsoperator

b0 b\ .. (b\b
U(t) = exp (—22t> = 1cos <2t> — 4 sin (275) ’j - 0.

Die Erweiterung auf offene Systeme kann in folgender Tabelle zusammengefasst werden:

abgeschlossenes System offenes System (Teilsystem)
Zusténde Strahlen im Hilbertraum H Dichtematrizen (gemischte Zusténde)
(keine Strahlen im Hilbertraum )
Observablen: A=AT=Y, NP nicht orthogonale Projektoren, verall-
Messungen: orthogonale Projektoren F; gemeinerte Messung: POVM = positive
operator valued measure
Zeitentwicklung unitar U(t) nicht unitar

Ein offenes System verhélt sich in Spezialfillen wie ein abgeschlossenes System.

2.2 Zustdnde (offenes System)

Betrachte das abgeschlossene Gesamtsystem H = Ha ® Hp, zusammengesetzt aus dem
Teilsystem H 4 mit der Orthonormalbasis {|i) 4 } und dem Rest H p mit der Orthonormalbasis
{|7) 5} Die Zustinde sind gegeben durch 1) 45 = >, ; ¢ij |i) o [4) g mit >, ; |cij|? = 1.

Beispiel: zwei Qubits: [ap) = coo[0) 4 10) 5+ co1[0) 4 |1) 5 + c10|1) 4 [0) g + 11 (1) 4 1) 5.
Sei O4 eine Observable auf H4. Durch O = O4 ® 1 kann O4 auf Zustidnde aus dem
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2.2 Zustédnde (offenes System)

Gesamtsystem H angewandt werden. Fiir den Erwartungswert gilt

(0) = (Yap [O|Yap)
= i erialilp(il0a @ 1p |k) 4 1) 5

ijkl
= i eralilOalk) 4 p(411) 5

ijkl ‘7—’

J

=D cijter Alil0alk) 4

ik g T

=1ppi

= priOay = > _(pOa)r = tr(pO.a).

ik k

pki sind die Komponenten der sogenannten Dichtematriz (auch Dichteoperator genannt) auf
Ha und (O4)x ist eine Matrixdarstellung des Operators O4 in H4.

Durch das obige Vorgehen haben wir einen reinen Zustand [¢ap) = >, ¢ijli)4 )5 in
H =H4 ® Hp in einen gemischten Zustand auf H 4 mit der Dichtematrix

p= prilk)aalil = cijers k)4 alil
ki

kij

iiberfiihrt. Die Umkehrung, d.h. den Ubergang von einem gemischten Zustand in einen reinen
Zustand in einem groferen Hilbertraum nennt man Reinigung (engl. purification). Dies ist
immer moglich. Dazu sei eine Dichtematrix p auf einem n-dimensionalen Hilbertraum H 4
gegeben. Dann hat p die Darstellung

p=_pilti) (Wil
P

mit p; > 0 und 7 < n. Dabei wurde verwendet, dass p hermitesch ist (p = p') und positiv
definit p > 0, d.h. alle Eigenwerte sind grofer gleich 0, was wir spéter zeigen werden. Die
obige Gleichung ist dann die Spektraldarstellung. Wahle nun dim Hp > r und |¢)) € HAQHp
als

[0) = Vi) xa) -
i=1

Hierbei ist {|¢;)} die Orthonormalbasis der Eigenzustédnde von p in H4 und {|x;)} eine
beliebig gewihlte Orthonormalbasis in Hp. Dann ist [¢) die purification von p, denn es gilt

Cij = 6Z]\/}7Z und damit Pij = (57;]']91'.
Eigenschaften der Dichtematrix

(i) p ist hermitesch, denn aus pg; = >, cijc; folgt PL’ = (pL)* = > ChiCij" = Pl = Pri-
Damit besitzt p die Spektraldarstellung

p= sz’ i) (il

wobei [1);) die Eigenzustinde und p; € R die reellen Eigenwerte von p sind.
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2 Allgemeine Quantenzustidnde und -operatoren

(i) p>0, dh. (¢ |p|) > 0 fiir alle [¢) € H, denn fiir [¢) := >, a; |i) gilt

?,ZJ|,0|7,Z) Zaz Oé] |P|] Zal ajcjk Cik

ijk

= Z <Z ai*cik> Zajcjk* =
k i J

*
i Cik

(ili) prr = D_; |ck;]?. Damit gilt fiir die Spur von p: trp = Y, prx = >k leks|? = 1, falls
der urspriingliche Vektor normiert war. Umgekehrt kann man p immer so wahlen, dass
trp=1gilt. Damit trp= ), p;=1mit 0 <p; < 1.

Interpretation von p
1) Zustande werden in allgemeinen (offenen) Systemen durch Dichtematrizen beschrieben.

2) Reine Zustdnde erhédlt man durch perfekte Praparation. Die gemischten Zusténde
(Dichtematrix) ergeben sich durch sogenannte Ensemble-Prdiparation , d.h. man er-
halt das Ergebnis |1;) mit der Wahrscheinlichkeit p;, falls die Dichtematrix die Gestalt
p =i i i) (il hat.

Bemerkung: Die Ensemble-Interpretation (bzw. Praparation) ist nicht eindeutig! Dazu

betrachten wir die Préparation von Qubits. Quelle 1 erzeugt jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 die Zustédnde |0) und |1). Daraus ergibt sich die Dichtematrix

p=30 0+ 5 a=3(; 1)

Quelle 2 erzeugt ebenfalls jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 die Zustéinde (|0)+]1))/+v/2
und (]0) — |1))/v/2. Fiir die Dichtematrix ergibt sich ebenfalls

_1(10
T 2\0 1)°
Spezialfall

Wir betrachten den Gesamtraum H = H4 ® Hp und den Produktzustand [¢ap) = [1h4) ®
|vB) (keine Korrelation zwischen A und B). Dann gilt fiir den Operator O = 04 ® 1p

(0) = (Ya|0al¥a) (Ul YB) = tr(OaYa) (Yal).
=1 PA

Damit entspricht die Dichtematrix p = [1)4) (14| genau einem reinen Zustand |1 4).
Ein leicht nachpriifbares Kriterium ist folgendes: Sei p eine Dichtematrix mit trp = 1. p ist
ein reiner Zustand, d.h. p = [)) (1| fiir ein |¢)) € H4 genau dann wenn tr(p?) = 1.

Beweis. ,=* Es gilt p? = |) (| %) (| = [1) ()| = p und damit tr p? = trp = 1.
L= Esist trp? =, p? =1mit 0 < p; <1und Y ;p; = 1. Dann muss p; = 1 gelten fiir

ein k und p; = 0 fiir i # k, d.h. p= >, pi [¢i) (W] = |[¥r) (Wil [

Fiir allgemeine gemischte Zustéinde ist tr(p?) = >, p? < 1.
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Beispiel: Qubit oder Spin 1/2-Teilchen Die Dichtematrix ist selbstadjungiert, d.h. pf = p,

d.h. p lasst sich durch ¢yl + ¢- & darstellen. Wegen 1 = trp = 2¢q ist ¢g = 1/2 und fiir die
Erwartungswerte der Pauli-Matrizen gilt

(04) = tr(ozp) = cotro, + ¢ tr ag +catrooy + c3trozo,
mit 092@ =1, 0,0, =10, 0,0, = —ioy und tro; = 0 folgt
(0g) = 2¢1.

Analog erhélt man
(oy) =2c2 und  (0,) = 2cs.

Fihrt man den Bloch-Vektor

<Uﬂc> Dz
p= (oy) =1 Py €1, 1]3
<UZ> Dz

ein, so lasst sich die Dichtematrix schreiben als

1 .
p=51+p-7)

mit & := (04, 0,,0,)"). Explizit lautet p
Y

_1<1+pz px_ipy>
py+ipy 1—p;

2

Damit dieses p eine Dichtematrix ist, muss aukerdem tr p?> < 1 gelten, wobei Gleichheit fiir
reine Zusténde gilt. Mit der obigen Darstellung folgt

1
trp? = 7 (@ +p2)? 40340, + (1= p2)* + 03+ 1))

1 1
= 5Pz +py+p2) = 51+ [p*) < 1.
Damit muss |p]?> < 1 gelten. Die Zustéinde lassen sich durch die Bloch-Kugel visualisieren
(vgl. Abbildung 2.1).

Allgemeine reine Zustiande
Wir betrachten p = (14 p- 0)/2 fiir reine Zusténde, d.h. |p] = 1. Eine mogliche Parametri-
sierung von p sind Kugelkoordinaten

sin 6 cos @
p=| sinfsingp

cos

Daraus ergeben sich die Eigenwerte von p zu

N =

0
(1+|p) = {1 fiir reine Zusténde.
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2 Allgemeine Quantenzustidnde und -operatoren

APz

Abbildung 2.1: Visualisierung eines Zustandes p'in
der Blochkugel. Ist |p] = 1, so ist der Zustand rein,
fiir [p] < 1 ist er gemischt.

Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gegeben durch

([ exp(—ip/2)cos(0/2)
‘1”(9’“0))—( e)rc)p(icp(p/Q)sin(G/Z) >

Damit kann man p als Projektor p = [1(6, ¢)) (¥(0, ¢)| schreiben. [1)(0, ¢)) beschreibt einen
,Spin-up“-Zustand in p-Richtung, denn es gilt

<ﬁ . 5> = tr(7i - 0p) = tr(ngowp) + tr(nyoyp) + tr(n.o.p)

= ng tr(ogp) + ny tr(oyp) + n. tr(o.p)

—

=g (0z) + Ny <‘7y> +n. (0.) = - p.

—

Insbesondere gilt (p'- &) = <ﬁ . 0> = +1. Der Eigenzustand zum Eigenwert 0 wird als anti-

podaler Zustand oder spin-down bezeichnet.

Reduzierte Dichtematrix

Wir betrachten eine Dichtematrix p auf H = Hyq ® Hp (z.B. erzeugt durch einen reinen
Zustand auf H ® Hc) und einen Operator O = Oy ® 1p. Fiir die Bestimmung des Er-
wartungswertes (O) = tr(Op) wéhlen wir die Orthonormalbasis |k) 4, in Ha und [l)5 in
Hp und bilden die orthonormale Produktbasis |i) = |k) 4 |I) 5 in H. 4 ist in diesem Fall ein
Doppelindex, d.h. ), bedeutet Zk,l' Damit gilt fiir die Dichtematrix

p= sz‘j i) (j| = Z Primn [k) 4 1) g 4(m|p(n

ij kl,mn
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2.2 Zustédnde (offenes System)

und es ergibt sich fiir den Erwartungswert

(0)=tr(0p) = > priamna(rlp(slOa @1 k)41 a(m|p(nlr),ls)p

kt,mn,rs :A(m|r>AB<n|s>B:5mr6ns
= Z Pkl,mn A<m ’OA| k>AB<n| l>B
kl,mn
=3 primi a(m|Oa k) 4 = tr(paO.),
km 1
(pA)km

wobei die letzte Spur iiber A auszufiihren ist. Zusammengefasst gilt (O) = (O4) = tr(Oapa).
Man definiert daher die reduzierte Dichtematrix pa = trp p durch die partielle Spur trp,
wobei die partielle Spur nur iiber die Basis von H g summiert, d.h.

m E Pkl,ml-
l

Analog ergibt sich
pB = tra p mit ( Z Pik,im -

Schmidt-Zerlegung (nach Erhard Schmidt, 1906)
Wir betrachten einen reinen Zustand |[¢Yap) € Ha ® Hp. Ist {]a) 4} eine Orthonormalbasis
von H4 und {|B)z} eine Orthonormalbasis von Hp so lasst sich [1)4p) entwickeln als

[WaB) = capla) 4 18)p =D @ > caplB)p

a,f a
_"7’>A_‘7’_O‘>A N —
=|j) p=li=c)p

1) [YaB) = 22104 l0)p
Bemerkung: Eine der Basen (in A oder B) kann frei (z.B. als Orthonormalbasis) ge-
wihlt werden, die andere im Allgemeinen nicht (diese ist i. A. keine Orthonormalbasis).

2) Zusammenhang mit Dichtematrix: Wahle |7) 4 als Orthonormalbasis in H 4 und berech-
ne die partielle Spur

pa =trp|[YaB) (Yap| = Z| aaliltre i) g il
Es gilt trp |i) 5 g(j| = Dok g(kl7) gg{J| k). Wahlt man |k) 5 so, dass z(k|i)B = i, so
folgt
pa= D li)a alilp{ili) .
ij
Nun wéhle eine Eigenbasis von p4 als Orthonormalbasis {|i) 4} in H 4. Damit gilt
pa= Y pili)a alil,

wobei p; der Eigenwert zum Eigenvektor i) 4 ist. Daraus folgt (j|i)5; = pids;. Fiir
diese Wahl der Basis in A sind die Basiszusténde {|i) 53} in Hp orthogonal, aber nicht
normiert!
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3) Normiere |i) 5 p und erhalte eine Orthonormalbasis.

= L)

Zusammengefasst erhalten wir mit
[Was) => Voili)ali')
i

die Schmidt-Zerlegung von [1pap) beziiglich einer bestimmten (von [¢4p) abhéngigen) Or-
thonormalbasis |i) , und |i') 5. Zukiinftig benutzen wir die Orthonormalbasis in B ebenfalls
das Symbol |i) 5.

Korollar (reduzierte Dichtematrix). Es gilt
pa=trplpap) (Wapl = tre Y ib; i) 4 1) g (il p (] ® D) 5 5]
ij

= DiDj i) 4 alil tr5 [1) 5 il
ij Y

5ij
= pili)a alil.
i

Analog erhdlt man pp = tra|Yap) (Yap| = 3_; pili) g p(il-

Die reduzierten Dichtematrizen pa und pp haben die selben Figenwerte p;. Falls dimH 4 #
dim Hp, dann missen die iiberzdhligen Eigenwerte im grifieren Raum gleich Null sein. Die
Basis |i) g in Hp ist eine Figenbasis von pp genauso wie |i) 4 eine Figenbasis von pa (in

Ha) ist.

17) 4 4 (4l

Eindeutigkeit der Schmidt-Zerlegung
p; ist eindeutig fiir gegebenes |1 4p). Im Fall ohne Entartung (d.h. alle p; verschieden) sind
i) , und |i) 5 eindeutig bis auf eine Transformation

[ia) = € i) 4 [i)g = e i)
Falls Entartung auftritt gibt es weitere Freiheiten, die wir hier aber nicht diskutieren.
Definition (Schmidt-Zahl): Sei [¢4p) gegeben. Daraus ergeben sich die Dichtematrizen ps =
trp [Yag) (Yap| und pp = tra |Yap) (Yap|. Dann ist die Schmidt-Zahl definiert als
SZ := Anzahl der Eigenwerte ungleich Null von p4
= Anzahl der Eigenwerte ungleich Null von pg.
Definition (Verschriankung (engl. entanglement)): Ein reiner Zustand | ap) ist verschrinkt

falls SZ > 1 oder &quivalent, falls [)4p) nicht als Produkt [1ag) = |¢) 4 |x) 5 dargestellt
werden kann (denn sonst wire SZ = 1).

GHJW-Theorem (Gisin, Hughston, Josza, Wootters)
Die Ensemble-Interpretation der Dichtematrix p ist nicht eindeutig. Zum Beispiel ist fiir ein
Qubit

p=510) 01+ 5 11 {11 = 5 [+ (4] + 51-) ¢
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2.2 Zustédnde (offenes System)

mit |+£) = (|0) £1))/v/2. Dies liisst sich auf beliebigdimensionale Zustéinde verallgemeinern:

ni

=0 DY ()
pa=3on” o ) (v

n2

=@ @) (y?

S (1

s,

Satz (GHIJW). Es gibt eine Erweiterung von Ha auf Ha @ Hp mit dimHp = n = max; n;
und ) € Ha ® Hp mit pa = trp|y) (Y| (Purification/Reinigung von pa) und eine Ob-

servable B®) aquf Hp so, dass das k-te Ensemble {pgk), wl(k)>} durch die Messung von B*)

realisiert wird:
) = 3 Vo [ [

ng)> <X£k)‘, wobei )\Z(»k) # /\g-k) fiir i # j (keine Entartung).

fiir zwei Ensembles {pgl), )P} und 2,

)

mit B® =37, A

Beweis. Schreibe zwei beliebige Ensemble-Zerlegungen auf:
pA = sz‘ |vi) (hi| = ZPQ i) (Wi

und [¢) = 32, v/bi [¥3) [xs) und [¢) = 32, \/p] [¥7) Ixi), wobei {|xi)} und {|x})} beliebige

Orthonormalbasen in ‘Hp sind. Dann gilt

pa = trp ) (Y] = trg [¢') (V]

Fiir die Schmidt-Zerlegung wihle eine Orthonormalbasis {|k4)} auf H 4 als Eigenbasis von
pA so, dass |ka) Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist. Damit ergibt sich

W) => " Ak lka) ks),
k

W) ="V e lka) [Kg)
k

wobei {|kp)} und {|k’3)} Orthonormalbasen auf Hp sind, die aus der Schmidt-Zerlegung von
|4)) bzw. [/') entstehen. Im Allgemeinen gilt {|kg)} # {|kp)'}. Da beides Orthonormalbasen
sind, gibt es eine Basiswechselmatrix Ug mit

k) = Up |kg) -

Dadurch kénnen wir [¢) ausdriicken durch
) = (La @ Us) ') = 3 /v [0 Us [x2)

Definiert man |p;) := Up |x}) so ist {|¢;)} eine Orthonormalbasis auf % p. Um das Ensemble
{pi, i)} zu erhalten, misst man beziiglich {|x;)} bzw. die Observable B = > . A; |xi) (X
Fiir das Ensemble {p}, [¢])} misst man {|p;)} bzw. B' =", i |¢:) (pil- O
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2.3 Messung

Eine Observable A ist selbstadjungiert, d.h. AT = A und liisst sich in die Spektraldarstellung
A = )", a;P; uberfithren, wobei die a; € R die Eigenwerte bzw Messergebnisse von A sind
und P; die zugehorenden orthogonalen Projektoren. Diese haben die Eigenschaften

PiPj = 6i; P; =[P, Pl =0
Pl =P =P, >0

> p=1
7

Eine Messung von A entspricht einer Messung von allen P;.

Modell fiir eine Messung (von Neumann)

Betrachte den Hilbertraum Hges = H @ Hp, wobei A und P; Operatoren auf H sind und Hp
den Messapparat (engl. pointer) darstellt. Ein allgemeiner Zustand [¢) € H lasst sich in der
Eigenbasis {|¢;)} von A entwickeln:

) = cili)

2

mit ¢; € C. Fiir die Eigenzusténde |1;) gilt P; ;) = ;5 |1;) und fiir eine vollstdndige Messung
benotigen wir dimHp = n > dim H. Sei aukerdem |0), ..., |n) eine Orthonormalbasis in Hp.
Der Messprozess lauft folgendermafsen ab:

1) Verschrankung von System und Messapparat

9910} = D e o) 0) F== 3 e ) 1)

2) Messung in Hp in der Orthonormalbasis {|i)}. Das Ergebnis i ergibt sich mit Wahr-
scheinlichkeit |c;|? und man erhilt den Zustand [¢;) i) (im Fall ohne Entartung).

Wie muss der Hamiltonian H aussehen, um das gewiinschte Verhalten zu erzielen?

H= AZPZ- ® ((10) (il +18) (O) + > 13) (i)

Og

mit einer Kopplungskonstanten A zwischen System und Messapparat. Daraus ergibt sich

H> = N3 PP@ o™+ 37 k) k]| [0+ 3 1K) (k]
ij 6VijPi k+#0,1 k#£0,1

=X P [ o0 + 0N k) (k[ + > [k) (klol™ + > > k) (BID 1)
7 N—

k#i k#1 k+#0,i 1#0,3
#i #i #0,i 1#0,i P
=0 =0

=3P gfj + k) (k| =X P@l

[0Y(O|+|i) (5] k70,8
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Analog erhilt man H3 = HH? = \3Y_, Piag(gow und hohere Potenzen und somit fiir den
Zeitentwicklungsoperator

' oo i) '
U(t) = e = Z (:l‘)H" =...=cos(\t) ZPZ- ® 1+ isin(At) ZPi ® o0,
n=0 ’ i i

Fir At = /2 erhalten wir
AN 2 (00)
v (2/\) Z Pi®os
und daraus

U (55) 19 10) = > e, S Pye o )10 = 3t o)
1 R

Schwache Messung (0 < At < 7/2)

Wahle den Hilbertraum Hp fir die Messung mit dimHpg > dimHa4 + 1 = n + 1. Eine
Orthonormalbasis in Hp sei gegeben durch [0),[1),...,|n). |0) steht dabei fiir den Anfangs-
zustand der Messapparatur und die Zusténde [1),...,|n) fiir die der Orthonormalbasis von
‘H 4 zugeordneten Zusténde.

Wir betrachten eine Messung in Hp fiir ¢ := At

U(#) [9)10) = cos(p) [¢) [0) + ising Y _ [¢) |i)

i=1
Mit Wahrscheinlichkeit p = sin? ¢ erhalten wir eine projektive Messung auf H 4 mit einem
Ergebnis ¢ € {1,2,...,n} und zugehorigem Zustand |¢;) € Ha.
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = cos? ¢ passiert keine Messung und der Zustand |¢)) bleibt
erhalten.

Beispiel: Wir betrachten ein Qubit, die Observable A := ¢, mit den Projektoren Py = |0) (0|
und P; = |1) (1]. Es ergibt sich

mit Wahrscheinlichkeit p
(WlPolw)=($l0)1 Py )

} =10
v wire
WIP)=I()2  P1[)
b =1
i Wikl -
mit Wahrscheinlichkeit p — 1
1 1Y)
Y ey
Definiere die Operatoren
Fy =p|0) (0|
Fy=pl1) (1]
F,=(1-p)l
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Messung auf gemischten Zustanden
Sei p eine Dichtematrix. Dann ergibt sich

mit Wahrscheinlichkeit p

0|p|0y=tr(Pop) PopP, 0) (0|p|0)(0
o P op 0;0 :’ >< ‘p‘ >< ’:|0><0|’
tr(Pop) (0] p)O
(Alply=tr(P1p)  P1pPy

tr(Pip)’

i

mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

‘tr(lp)zl 1pl
' tr(1p)

Mit den Operatoren My := /Fy = /p|0) (0|, My := VF1 = /p|1) (1| und My = /T —pl
lasst sich dies schreiben als

0) (0] = MopMo_ it Wahrscheinlichkeit tr(MgMgp) = tr(Fop) = p (0]p|0),

tr(M{ Mp)
p—= ) (1] = % mit Wahrscheinlichkeit tr(M{LMlp) =tr(Fip) =p(1|p|1),
— _MspMy ; S H ; 1 - -1
P = G Map) mit Wahrscheinlichkeit tr(M;Map) = tr(Fop) =1 — p.

Bemerkung: Die Fj, (a = 0,1,2) haben fast die selben Eigenschaften wie die P; bei projek-
tiven Messungen:

Fl =F,, d Fa=1 F, >0,
a

aber sie sind nicht orthogonal, d.h. im Allgemeinen ist F, F}, # 6 F,.

Allgemeine Beschreibung von schwachen Messungen
Eine schwache Messung kann durch ein positive operator valued measure (POVM) beschrie-
ben werden.

gemischter Zustand py auf Hx < reiner Zustand auf H4 ® Hp

verallgemeinerte Messung auf H4 <>  orthogonale (projektive) Messung

(POVM) auf H mit Hy C H, zB. H =
Ha @ HB.

Betrachte py = trp pap und wahle pap = pa ® pp beziiglich einer festen Dichtematrix pp.
Orthogonale Messungen auf H 4 ® Hp sind gegeben durch

PapA & pBPa
trap(Papa @ pB)

pPA & pB
mit Wahrscheinlichkeit

trap(Papa @ pp) = tratrp(Papa ® pB).
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Wir versuchen nun, trg(Papa ® pp) =: Fypa durch eine Matrixmultiplikation von F, mit p4
darzustellen. Mit den Orthonormalbasen |i) 4 und |u) 5 haben wir komponentenweise

ZFa,iij,ij = Z PajvippaijpB,uw fiir alle pa.
1] %

Hier wie im Folgenden bezeichnen lateinische Indizes Komponenten aus H 4 und griechische
aus Hp. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

Foi5 = E P jvippB -
uv

Die Anzahl der F, ist beschrankt durch die Anzahl der P, (Projektoren auf den Eigenwert
a), welche gegeben ist durch dimH 4 ® Hp = dimH 4 - dim H . Diese kann viel grofer sein
als dimH 4.

Eigenschaften der F,
(i) Hermitizitit F) = F,

(ii) Positivitat F,, > 0

(ili) Vollstandigkeit > F, =14

aber keine Orthogonalitidt. Ein Satz von Operatoren {F,} mit den Eigenschaften (i)-(iii)
heift POVM.

Unterschied zu orthogonalen (projektiven) Messungen

F,= M(IMQ ist ein POVM-Element und M, := +/F, der zugehdrige Messoperator.

Im Spezialfall orthogonaler Messungen ist F, = P,, P> = P,, d.h. M, = \/P, = P,. Damit
ist das POVM-Element gleichzeitig der Messoperator.

Der Zustand nach der Messung im Raum H 4 ist gegeben durch

PapA ®pBPa

(Papa® pp) Pa(pas {Fa})-

pa = trp

Die letzte Gleichheit soll andeuten, dass es keinen einfachen Zusammenhang fiir diese allge-
meine Konstruktion der POVM gibt. Allerdings gibt es weniger optimale, aber dafiir einfa-
chere Konstruktionen (&hnlich der von-Neumann-Messung).

Konstruktion von POVM analog zu von-Neumann-Messungen
(i) Erweitere pg in H4 auf pg ® pp in Ha @ Hp, wobei pp = |0) (0| als reiner Zustand in
B gewiahlt werden kann.

(ii) Kopple A und B durch eine unitére Evolution in Hy ® Hp:
p=pa®]0) (0] = Upa|0) (O]U
(iii) Fiihre orthogonale Messung in Hp aus mit P, =1® Pp, =1® P,:

PaUpA ® ‘0> <O’UTPa
tratrg(P,Upa |0) (O|UT)"

p
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Die Wahrscheinlichkeit fiir den Messwert a ist gegeben durch
tratrp(P.Upa @ |0) (0|UT) = trg Fupa.

Damit gilt
Z Fa JdiPAGG = Z Pa VuU (k) (30 U*(ku)(jO)pA,ij~
kijuv
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man
Foji = ) PaunUnyio)U” ) (j0)-
kuv

Wihle die Projektoren (bzw. Basis in Hp) nun so, dass P, ,, = 14 ® |a) 5 g(al, d.h.
Py vy = dupday gilt. Damit folgt

,]z Z Uka) i0) ka)(yO ZMa ki (M, ]ka

—~Ma,ki (MT)

d.h.
F, = M} M,.

Fiir den Zustand nach der Messung ergibt sich

g trp(PuUpa @ |0) (OUTP,)  MupaM
A tra trB(PaUpA ® |0> <0|UT) tI‘(M;rMapA)’

wobei die Spur im letzten Term die Spur im Raum H 4 ist.

Zusammenfassung POVM
{F.}, a = 1,...,k wobei k grofer als dimH 4 sein kann. Es gilt F, > 0, F;r = F, damit
F, = MJMa und ), F, = 1. Nach einer Messung erhélt man den Zustand

]\4a/)14]\4z;L

/
PA= ——
tr(MaTMap A)
mit der Wahrscheinlichkeit tr(MgMap A)-

Wozu sind POVM gut?

Beispiel: (siehe Nielsen & Chuang, | |) Eine Quelle produziert entweder den Zustand |0)
oder |[+) = (|0) +[1))/v/2. Wegen (0| + ) # 0 kann man die beiden Symbole nicht mit Sicher-
heit unterscheiden. Orthogonale Messungen in der Basis {|0),[1)} (oder {|+),|—)})ergeben
bei Ausgang ,0“ (oder ,,+*) kein schliissiges Ergebnis.

Betrachte folgende POVM:

_ V2
_ V2
Fo= 1) (-l

F,=1-F,—F,.
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2.3 Messung

Beim préparierten Zustand |0) kommt nie das Ergebnis ,+* heraus, bei |+) kommt nie
40 heraus. Der Preis dafiir ist, dass es fille gibt, in denen ,x“ herauskommt, d.h. keine
Entscheidung zwischen ,,0“ und ,.+* fallt.

Falls |0), |[+) jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 prépariert werden, dann liefert die orthogo-
nale Messung in 1/4 der Félle ein eindeutiges Ergebnis.

Fir die POVM ist die Dichtematrix
131
P=1\1 1)
sodass sich mit Wahrscheinlichkeit

wtrn =2t (0 D) (0 1) - 4(1?@

das Ergebnis ,+“ und mit Wahrscheinlichkeit

et D )

das Ergebnis ,,0¢ eintrifft. Damit konnen wir mit Wahrscheinlichkeit

1
—1-

1
tr(F + tr(Fyp) = — ~0.29

die beiden Zustdnde sicher unterscheiden.

Neumark-Theorem (oder Naimark-Theorem)
Benannt nach Mark A. Naimark (1909-1978), russischer Mathematiker.

Wir wissen bereits, dass orthogonale Messungen auf erweitertem Hilbertraum auf POVM in
‘H 4 fithren. Umkekehrt stellt sich die Frage, ob es fiir jedes POVM mit H 4 eine Erweiterung
von H4 und orthogonale Messungen gibt, welche dieses POVM erzeugen. Die Antwort ist
Ja!

Theorem (Neumark). Jedes POVM {F,},a=1,...,n aufHa mit N = dimH4 < n (wobei

rang F,, = 1 gelten soll) lasst sich als orthogonale Messung auf H mit Ha C Ha = Ha @Hj
realisieren, wobei dimH > n.

1/;a> <1;a 1/;a> nicht normiert. Aufgrund der Vollstandigkeit gilt
>oo_y Fy = 1. In Komponenten einer Orthonormalbasis {|i)} in Ha, i =1,..., N lautet dies

%:Fa,ij = z@: <Z‘ &a><&a

Beweis. Sei F, = mit

j> = 0jj-

Dies ist eine N x n-Matrix in deren Zeilen N orthogonale Vektoren in H stehen und in deren
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Spalten n vollstandige Vektoren in H 4

(o) (od) e (]
Unterhalb der Linie steht die Vervollstdndigung zu einer n x n-Matrix bzw. einer Orthonor-
1;(1> + ‘&al> mit U;; = (| u;) unitér.
Orthogonale Messungen auf H sind definiert durch

malbasis von H 4 durch |ug) =

Py = |ug) (uql

und nach der Messung erhélt man den Zustand

P,pP,
/ a a
= € H.
77 w(Pup)
Die Projektion auf ‘H 4 ist gegeben durch P4. Damit
~ PapapPaPa
/ / at’a a
=Pyp'Pr= ——F"—"——-
PA P tr(Pap)

mit pg = P,pPa = PapaPy folgt
o PaPyPapaPaPo Py FopakFy

AT uPap) w(Pap)
_V FopaviEy
tr(Fap)
mit L
tr(Fup) = tr(PaPap) = { G| Y ) tr(Pap) (2.1)
und . .
wa 1/}11
VF, = > < = Fa . (2.2)
\/<wa G \/<w Ga)
Damit ist
p/ - VEapavF, (2.2) 1 FapaF, (2.1) 1 FapaF,
AT - 2 - 2
tr(Fup) ~ ]~ tr(Fup) 7 o\ tr(Pap)
(i) ) (] )
der korrekte normierte Zustand in H 4 nach der Messung. O
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2.4 Zeitentwicklung

Wir betrachten den Produktraum H = Ha ® Hp. Der Anfangszustand auf H 4 sei gegeben
durch die Dichtematrix p4 und auf Hp durch einen beliebigen reinen Zustand, den Vektor
|0) € Hp. Der gesamte Anfangszustand in H ist dann gegeben durch p := p4 ® |0) (0]. Eine
unitére Zeitentwicklung in H fiihrt zu

P =Uappa® |0) (0|U} 5.

Nach der Zeitentwicklung ist die reduzierte Dichtematrix in H 4 gegeben durch

oo = tr5(Uaspa @ [0) O1ULp) = > 5(ulUasl0mea (0|Uhs] 1),
“w

wobei {|u)} eine Orthonormalbasis von Hp bezeichnet und z(u |[Uag| i) g den Operator auf
H 4 mit den Matrixelementen

alilp{ulUap (0) 5 17) 4 = alilpWlUaB 1704 10) 5 -
Definiere M), := (1 |Uag|0)p. Die M,, sind Operatoren auf H 4 und es gilt

Pa=Y_ MupaM} =: Apy.
o
Wegen Ul zUap = UapU'Usp = 1ap folgt 3, MM, = 14.
Die so definierte Abbildung A ist linear und bildet Operatoren in H 4 wieder auf Operatoren
in H 4 ab. Man nennt solche Abbildungen A Superoperatoren . Die Darstellung durch die M,
heifst Operatorsummendarstellung oder Kraus-Darstellung .

Weitere Eigenschaften von A folgen aus der Eigenschaft ,Dichteoperatoren auf Dichteopra-
toren abzubilden, d.h.

(i) trp/y = ZM tl“(pAMlMu) -1
(iii) py > 0, denn ($]p4|v) = X2, (WIMupa M%) = 3, l0u) pale > 0 mit [g,) =

M); V) € Ha (bzw. (pu| = (¥|M,) fiir alle |¢) € Ha, da pa positiv semidefinit ist
(¢ lpalp) = 0 fiir alle [) € Ha).

Umgekehrt kénnen wir zu gegebenem {M,} immer ein Hp mit dimHp > dimH 4 und Uap
unitér auf H 4 ® Hp finden, sodass damit der durch {M,} definierte Superoperator realisiert
wird (analog zum Naimark-Theorem fiir POVMs).

Beweis. Definiere Uap(|p), ® |0)5) == >°, My |p) 4 @ |p) p- Man kann zeigen, dass Uap
Skalarprodukterhaltend ist und deshalb auf eine unitdre Operation erweitert werden kann.
O

Nicht-Eindeutigkeit der Kraus-Darstellung
Bilde die partielle Spur in der Basis {|v)} statt {|u)}. Dann gilt

vl = ZUWB<M|
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und deshalb
Apa = Z N,paN}
mit N, = U,, M, wobei N, = 5(v|Uap |0) 5 verwendet wurde.
Wir behaupten, dass alle Darstellungen eines Superoperators auf diese Art zusammenhéngen.

POVM als Superoperator
1) Nicht selektive Messung (keine bzw. vor Messung in Hp):

p= > VEpVE =Y MupMi = Ap
[ 1

mit y u M, M, ,E = 1 und A stellt einen Superoperator dar.

2) Selektive Messung (nach Messung in Hp)
VEFup\/ Fy
>
tr(Fp.p)

Diese Messung kann nicht durch einen Superoperator ausgedriickt werden, da der Zu-
sammenhang nicht linear in p ist.

p

Forderungen an einen Superorperator A, welcher Dichtematrizen auf Dichtematrizen abbil-
det:

(0) Linearitét

(1) Hermizititserhaltung: (Ap)T = Ap, falls p = pf
(2) Spurerhaltung trAp =1, falls trp =1

(3) Positivitat Ap > 0, falls p > 0

Reichen diese Bedingungen, um eine Kraus-Darstellung (d.h. eine Darstellung aus unitéren
Operatoren im groferen Hilbertraum) zu garantieren? Nein, man muss noch etwas mehr
fordern (stdrkere Version von (3))

(3") wollstandige Positivitat (complete positivity): Fiir alle Hp und p auf Hy @ Hp gilt
(A®1p)p >0, falls p >0

Beispiel (positive, aber nicht vollstdndig positive Abbildungen): Wir betrachten die partielle
Transposition. Fiir p > 0 gilt Tp := p* > 0, da p’ die selben Eigenwerte wie p besitzt. Dies
ist eine komplette Transposition.

Aber fiir den Bell-Zustand p = |p4) (¢| mit [¢1) := (]00) + [11)) (|00) := [0) 5 |0) ) gilt

1

p = = (]00) (00| + [11) (11| +|00) (11| + |11) (00|)

(10)5 O] @]0) 4 4(0] + [1) g p(1] ® [1) 4 4(1]

+10) 5 (1 @ 0) 4 A1+ [1) 5 5 (0] @ [1) 4 4(0])
0 1

N — N

N |
_ o O
o O O
SO OO~
_ o O
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Nach partieller Transformation im Untersystem Hp gilt

(T5 © 1a)p = 5 (10)5 (0] © [0)4 4101 + 1) {1 © 114 401
+ 1) 5 p(0] ®|0) 4 4(1[ +1]0) 5 p(1] @ [1) 4 4(O])

Diese Matrix hat den dreifachen Eigenwert 1/2 und den Eigenwert —1/2, ist also keine
Dichtematrix!

Theorem (Kraus-Darstellung)
Eine Abbildung A : p — Ap besitzt eine Kraus-Darstellung

Ap = Z M,pM ):
o
mit 3, M;EMH =1, falls (0), (1), (2) und (3’) erfiillt sind.
Bemerkung: Damit existiert auch Uap unitir, welches A unter partieller Spurbildung er-
zeugt.

Fihre zunachst die Methode des relativen Zustandes ein:

Methode des relativen Zustands
Sei H =Ha®@Hp (dimHp = dimH4 = N) mit der Orthonormalbasis {|i) ,} in H4 und

{li") 5} in Hp. Definiere den Zustand ‘1/;> = SN }i) 4 ') 5. Dieser ist nicht normiert auf 1,

denn <1/~1’1/~1> = N.
Sei @) 4 == >, a;|i) € Ha gegeben. Wir mochten My |p) 4 fiir einen Operator My auf Ha
angeben:

1) Esgilt [p) 4, = B< w*‘ w> (partielles Skalarprodukt) mit dem relativen Zustand |¢*) g =
207 ') p
2) Malp)y = ple" [Ma®1p| @)

Methode des relativen Zustands fiir Superoperatoren
Betrachte ‘@Z> = >, 19) 4 |¢) 5. Die zugehorige Dichtematrix ist gegeben durch

p=10) (9] = X haatile])g 5l

Der Spuroperator A wirkt nur auf H 4 mit

A®1)p= ZA(|i>A Al @ i) (|-

Sei ) 4 = > ai|i) 4 und |¢*) 5 = >, af i) g. Damit

(@ (A®1)p1e") g =Y aiajAlli) 4 4(1]) = AP 4 ale))-

ij
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Beweis des Kraus-Darstellungs-Theorems. Aus (3’) folgt: A ist vollstandig positiv und damit
A ® 1 positiv, d.h.

(A1) |9) (3] = 3 auléw) (6l = 0

mit g, > 0.
Die Methode des relativen Zustands liefert

ADP)(D|e") =D quple'19(8l 9 .

A = (¢
[©) 4 alel B P
Definiere M, : Ha — Ha, |©) 4 = VTup{@"| Ou)-
Rechne die Eigenschaften von M), nach und erhalte

(i) M, ist linear, denn |@4) 5 — |¢*) 5 ist antilinear

(it) Alo)g alel = 32, My l) 4 4le|M] fiir alle reinen Zustéinde in H 4

(iii) Ist pa ein gemischter Zustand in H 4, dann ist pa = >, p; [¢i) (pi|.- Wegen der Linea-
ritdt von A und M, folgt dann

Apa = Z MMpAM;E.
m

(iv) tr(Apa) = tr(pa), ¥, MM, =1

Weitere Folgrungen
(i) Die Anzahl der M, ist gegeben durch die Anzahl der |¢,), welche gegeben ist durch

den Rang des Operators (A®1) ’15> <1; , der kleiner gleich N2 ist, wobei N = dim H 4.

(ii) Die Kraus-Operatoren in den verschiedenen Darstellungen sind unitér verbunden, d.h.

No =Y UspM,.
o

Beispiele von Superoperatoren
Superoperatoren beschreiben die Zeitentwicklung von einem Qubit. Man spricht dabei auch
von Quantenkandlen .

A

p I
Wechselwirkung mit Umgebung

Beispiel: Depolarisationskanal (depolarization channel)
Bei der Ubertragung passiert ein Fehler mit Wahrscheinlichkeit p. Fiir die folgenden Fehler
sei die Wahrscheinlichkeit gleich grofs:

A

> N\p B
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Bit-Fehler: |0) — |1) lo) = oz @) =t o1 |p)
1) = 10)

Phasenfehler: |0) — |0) lo) = 04 |e) =: o3|p)
1) = =11

Bit- und Phasenfehler: |0) — i|1) lo) = oy @) =: 02 |p)
1) = —i]0)

Darstellung

(i)

(iii)

unitéare Darstellung

Wir erweitern den Hilbertraum H 4, der das Qubit beschreibt zu H4 ® Hg, wobei Hg
der ein vierdimensionaler Hilbertraum ist, der die Umgebung (environment) beschreibt.
Eine Orthonormalbasis ist gegeben durch |0) 5, 1) 5, |2) ; und |3) ;. Wir definieren den
Operator

Uag : 19) 4 10) g = V) ag

V) ap =V1—plp)a10)p + \/2(01 ) al g+ o200l a2)p +03le) 4 13)R)

der unitidr auf ganz H4 ® Hp fortgesetzt werden kann. Die Dichtematrix ist dann
gegeben durch

Pl = tre [¢) 4p (Y]

Kraus-Darstellung

3
p
pa=(1=p)lpa) (pal + 5 (1pa01 + 02pa02 + 03pa0s) = Y MypaM]
pu=0

mit M, = p(1|Uag|0)g. Durch Vergleich ergibt sich

My = /1= pls = /1—poo Mi:\/gai (i =1,2,3).

Man rechnet leicht nach, dass
Z M;ﬁMH =1a
o
gilt, da 02 = 14.

Darstellung durch relativen Zustand

Sei zL> = |B.) = (|0)|0) + |1)]1))/v/2 € Ha ® Hp mit dimHp = 2. Definiere
[4) i=0,

om0 = | SV O =1, =1,

ZUD10) =0} [1)) = |W), i=2,
Z0)10) = 1) 1)) = [@-), i=3

Dann gilt

oile) 4 = ple*[¥i),
wobel [p) 4 =D aili), und |¢*) g =D, al |i)g
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(iv) Darstellung auf der Bloch-Kugel (vgl. Ubung)

1 1

pa=5(L+7-0) = py=5(1+p"-0)

Beispiel: Phasenddmpfungskanal (Dephasierungskanal)
(Die Herleitung ist anders als in [Pre]). Fir die Umgebung reicht ein Hilbertraum Hpg mit
dim Hg = 2. Definiere

Uap +10)410) g = 10) 4 10) g
D al0)p = V1I=p )40+ VP l)E-
Schematisch gilt (fiir p = 1):

PA p;\

A

EWB%

Py =tre(Uappa ®(0)p E<0|UI1E) = Z,ltzo M/JEPAMM
Die Kraus-Operatoren sind gegeben durch

v )

Man sieht sofort, dass Mg + M? = 1 gilt. Daraus ergibt sich

0 V1 =ppo1
’:A<”°° p01>:MT Mo + M M:< Po .
PA P10 P oPAMo 1PAM] T=ppo o1
(In [Pre] findet man 1—p als Faktor vor den Nichtdiagonaleintrigen, was in seiner Herleitung

ebenfalls korrekt ist.)

Wir betrachten nun eine infinitesimale Zeitentwicklung. Dafiir nehmen wir p = 2I'At < 1
an mit der Ubergangsrate I' = p/2At. (Der Faktor 2 unterscheidet sich von [I’r¢]). Weiterhin
sei At = t/n mit n > 1, d.h. wir teilen das Zeitintervall von 0 bis t in n Stiicke, wenden
jeweils die oben hergeleitete Entwicklung an und erhalten

1— )n/2
(— An — £00 ( p > )
Pa pa ((1 —p)"2p1g P11

Wegen
(1—p)™/2 = (1 — 2Tt /n)"/2 220, T
n—oo
folgt

—I't
poo € " 'por\ t—oo [poo O
t) = — .
palt) <€_Ftplo p1l ) < 0 Pll>

Diese zeitabhingige Dichtematrix beschreibt den kontinuierlichen Ubergang von o |0) A+
BI1) 4 7 [af? 0) 4 (0] + 182 1) 4 4(1] (0 = poo, |8 = pr), dh. die Phasenbeziehung
zwischen « und § und somit die Interferenzfahigkeit zerfillt exponentiell mit der Zeit mit
der Zeitkonstanten 7 = 1/T.
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Bemerkung: Fiir den exponentiellen Zerfall wurde oben eine wichtige Annahme getroffen:
Nach jedem Zeitschritt At sei die Umgebung auf den Zustand |0) ; zuriickgesetzt. Die Um-
gebung hat also kein ,Gedéchtnis“. Dies bezeichnet man als Markov-Niherung (vgl. Fermis
Goldene Regel).

Beispiel: Amplitudenddmpfungskanal
Wir betrachten den Zerfall eines Zustandes unter Emission eines Photons

)

Photon
NA\NN\N>

0)

Ist die Zerfallswahrscheinlichkeit durch p gegeben, so gelten folgende Ubergangsregeln
10)10) = 10) |0)
1)10) = /1 =p[1)|0) + /p[0) 1)

Die Kraus-Operatoren sind Ubung.
Daraus ergibt sich der Superorperator durch die Abbildungsvorschrift

poo +pp11 V1 — PPm)
A Apa = .
P P <v1 —ppro (1 —p)pn

Wie oben erhalten wir unter Verwendung der Markov-Naherung
pu(t) = e p1(0)

und damit

a0 = (5 0) = 10) 01

Detektion der Photons
Messe in der Basis |0) 5, |1) 5 (kein/ein Photon in der Umgebung). Dies definiert ein POVM
auf H 4 (orthogonale Messung in Hg bzw. Ha ® Hg) und es gilt

) l0) g = > My} 4 1) g
m

mit den Kraus-Operatoren M,,. Das POVM ist gegeben durch F), = M, ;ﬂM 1, konkret

1 0 0 0
FO_(O 1—p)’ Fl_(o 1)'

Auf der Zeitskala t > 1/I', d.h. t — oo bzw. p — 1 erhalten wir wieder eine projekti-
ve/orthogonale Messung, denn

10 0 0
F0—>(0 0) F1—><O 1).
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2 Allgemeine Quantenzustidnde und -operatoren

Infinitesimale Zeitentwicklung

Bisher haben wir die Zeitentwicklung der Dichtematrizen p(t) = Ap(0) durch den Super-
operator A analog zur Zeitentwicklung der reinen Zusténde [¢(t)) = U(t) [¢(0)) durch eine
unitdren Operator U betrachtet. Fiir die reinen Zustdnde haben wir aber auch die Zeitent-
wicklung durch die Schrédingergleichung i0; |1(t)) = H [1(t)), in der die physikalischen Zu-
sammenhange durch den Hamiltonoperator H gegeben sind. Wir versuchen nun eine ahnliche
Formulierung fiir die Dichtematrizen zu finden. Das iibliche Vorgehen ist, die Dichtematrix

p(t) = tre (1)) (L (1)l

als Spur eines reinen Zustandes [1(t)) € Hs ® Hg im Produktraum von System und Umge-
bung zu betrachten. Fiir |1 (t)) gilt im (abgeschlossenen) Gesamtsystem die Schrodingerglei-
chung

i0y | (t)) = H [(t)).

Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems setzt sich zusammen aus
H =Hgs+ Hg + Hgsg,

wobei Hg = Hg ® 1 der Hamiltonoperator des Systems, Hg = 1® Hg der Hamiltonoperator
der Umgebung und Hggr der Hamiltonoperator der Wechselwirkung zwischen System und
Umgebung ist. Hgp hat im Allgemeinen die Darstellung Hsp = >, A% ® B, oft auch nur
Hsp = As ® Bg.

Bemerkung: Wahlt man pg(0) fest, dann gilt trg(Brpgr(0)) = 0.

Trivialer Fall: Hggp =0
In diesem Fall kann man annehmen, dass [¢(0)) = |¢5(0)) @ [#£(0)) gilt. Mit dem Separa-
tionsansatz [1(t)) = |[¥s(t)) ® [YE(t)) folgt

0 [Ys(t)) = Hs [1hs(t)) -

Daraus ergibt sich fiir p(t) = |¢g(t)) (¥s(t)]

p(t) = —iHg [Ys(t)) (Ys(t)] +1[Vs(t)) (¥s(t)|Hs,
d.h.
p=—ilHg,p].

Diese Gleichung nennt man Liouville-Gleichung. Sie entspricht der Schrodingergleichung fiir
Dichtematrizen.

Nicht-trivialer Fall: Hgp # 0

Hier gilt

p=0p=0trg |[¢) (Y| = tre O [¢) (Y
= —itrg [H,|[¥) (|| = —itrg [Hg, |¢) (W[] —itrg [Hg, [¥) @[] — i [Hsg, [¥) (]

Im ersten Summand kann die partielle Spur in den Kommutator gezogen werden, da Hg =
Hgs ® 1p nur in S wirkt. Da die Spurbildung zyklisch ist, folgt

trg [15 ® Ag, B] = tI‘E(ls X AEB) — tI‘E(BlS X AE) =0

46 Stand: 20. Juli 2013



2.4 Zeitentwicklung

fiir beliebige Operatoren Ag auf Hr und B auf Hg ® Hp. Somit gilt insgesamt

p=—ilHg,p| —itrg [Hsg,|v¥) (¢[].

Das Problem an dieser Darstellung ist, dass dies keine geschlossene Differentialgleichung fiir

p(t) ist!
Man kann aber zeigen, dass p die sogenannte Nakajima-Zwanzig-Gleichung erfiillt

t
pt) = i Hs. plt)] + | dvs( -~ £)p(t)
0

mit dem Selbstenergie-Superoperator (¢). Diese Gleichung ist zwar geschlossen fiir p, ist
aber trotzdem problematisch, denn diese Gleichung ist eine komplizierte Integro-Differential-
gleichung fiir p(¢). Die rechte Seite hingt von der ,Vergangenheit” p(¢') fiir ¢’ < ¢ ab.
Als Ndherung nimmt man an, dass die Umgebung (das System E') kein Gedéchtnis hat bzw.
die Erinnerungszeit 7. sehr viel kiirzer als die relevante Zeitskala des Systems S ist. Diese
Néherung nennt man Markov-Ndherung.
In unserem Fall bedeutet dies konkret, dass der Selbstenergie-Superoperator ersetzt wird
durch eine Delta-Distribution, d.h.

Z(t) ~ Z:Markov = 6@)/ dt’E(t’) =: 5(t>2,
0
wobei die Stédrke (gegeben durch die Integration) die selbe bleiben soll.

(1) Z(t)
A A

Te

Markov-Naherung ‘ ~ X

t=0 - t-

Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung fiir p(t)

p(t) = —i[Hg, p(t)] + Zp(t) =: Lp(t),

wobei L ein linearer Superoperator ist, der sogenannte Lindblad-Operator (engl. Lindbladi-
an). Die formale Losung der Differentialgleichung ist

Der Superoperator A(t) := e’ entspricht dem Zeitentwicklungsoperator der Schrodinger-

gleichung U(t) = €. Wir nehmen an, dass A ein Superoperator ist, d.h. insbesondere
vollstandig positiv. Dies ist oft nicht trivial zu zeigen, wenn man von H = Hg + Hg + Hgp
ausgeht und die Markov-N&herung verwendet.

Unter dieser Annahme konnen wir das Kraus-Theorem verwenden und erhalten

plt) = eMp(0) = A(t)p(0) = S M, (8)p(0) M (1
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2 Allgemeine Quantenzustidnde und -operatoren

mit den Kraus-Operatoren M,,. Die infinitesimale Zeitentwicklung von p ist gegeben durch
p(dt) = p(0) + p(0)dt = (1 + Ldt)p(0). (2.3)
Die infinitesimale Zeitenwicklung der Kraus-Operatoren ist
Mo(dt) =1+ Jdt M, (dt) = L,Vdt  (u > 0).
Setzt man dies ein, so ergibt sich

p(dt) = (1 + Jdt)p(0)(1 + Jdt) + Y Lup(0)Lidt = (1 + Ldt)p(0)

>0

= p(0) — i[Hg, p(0)] dt + Ep(0)dt.
Wiéhle nun J = —iHg + K. Die Normierung der Kraus-Operatoren erfordert

1=> MiM,=1+dt(—iHs+iHs+2K + > LILl)+O(dt?),
7 u>0

1
K = —§ZLLLM

p>0

sodass

gelten muss. Einsetzen aller dieser Bedingungen in (2.3) ergibt

p=Lp=—ilHs,p +Z< uPLT LTLMP_

u>0

1
LT L
2P n )

Der Kommutator beschreibt die Zeitentwicklung nach der Schrédingergleichung ohne Wech-
selwirkung mit der Umgebung. Diese Gleichung nennt man (verallgemeinerte bzw. Quan-
ten” ) Mastergleichung in der Lindblad-Form. Die L, bezeichnet man ebenfalls als Lindblad-
Operatoren oder Quantensprungoperatoren. Im Folgenden ersetzen wir Hg wieder durch H,
da die Wechselwirkung mit der Umgebung in den Lindblad-Operatoren steckt.

Bemerkungen:

(i) Die Mastergleichung gilt nur, wenn die Markov-Néherung gemacht wurde. Sie ist keine
exakte Gleichung!

(ii) Die Lindblad-Operatoren L, enthalten Raten T fiir Zerfille (~ e~ ~ 1 —T't). Verglei-
che dagegen die unitére Zeitentwicklung cos(wt) ~ 1 —w?¢2. Die Markov-N#herung be-
notigt gentigend viele Zusténde in der Umgebung (Kontinuum, grofes System) (— vgl.
Fermis Goldene Regel).

(iii) Die U(t) bei der Schrodingergleichung bilden eine Gruppe (parametrisch), wéhrend die
A(t) = et bei der Mastergleichung nur eine Halbgruppe (ohne Inverses) fiir t > 0
bilden.

Beispiel: Dephasierung
Betrachte ein Qubit und die Operatoren

H = gaz Ly =1/ -0,

48 Stand: 20. Juli 2013



2.4 Zeitentwicklung

Dann lautet die Mastergleichung
W r

p= D) [0z, 0] + 9 (02p0 = p)
_ ( 0 (—iw — F)Pm)
(iw —T)p1o 0 ’
wenn p = <poo pm). Damit gilt
P10 P11
poi(t) = e Ttpoi (0) pro(t) = e Ttp1o(0).

Wé&hlt man p;10(0) = p01(0), so folgt
Pz = (02) = 2Re po1 = 2(Re po1(0)) cos(wt)e

fiir die z-Komponente des Bloch-Vektors p.
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