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Aufgabe 1 : Nielsen-Theorem (schriftlich, 6 Punkte)

Alice und Bob besitzen einen gemeinsamen Quantenzustand [¢)) € H 4 ®H g, den sie mittels lokaler
Operationen und klassischer Kommunikation (LOCC) manipulieren diirfen. Die Von-Neumann-
Entropie S(p) mit p% = Trp [¢) (¢] ist ein MaB fiir die Verschrinkung von [¢)).

Das Nielsen-Theorem (Nielsen, Phys. Rev. Lett. 83, 436 (1999)) besagt, dass eine Transformation
zu einem anderen reinen Quantenzustand |¢) € Ha ® Hp mit Wahrscheinlichkeit 1 genau dann
moglich ist, wenn die Eigenwerte (AY > Ay > - > \¥) von p durch die Eigenwerte (A{ > \J >
.-+ > A%) von p% majorisiert werden, d.h.

k k
DA N Vke{l,...,N}.
n=1 n=1

a) (3 Punkte) Betrachten Sie den Zustand
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Alice fithrt nun eine projektive Messung mit den Projektionsoperatoren Py = |0) ,(0]+2) ,(2| und
P =1— Py =|1),(1] aus. Welche Zustéande |t)p) und [¢;) werden dadurch mit welcher Wahr-
scheinlichkeit erzeugt? Bestimmen Sie die Eigenwerte von pﬁ, pﬁo und pﬁl und die zugehdrigen
Von-Neumann-Entropien. Entscheiden Sie mit Hilfe des Nielsen-Theorems, ob eine Transformation
1)) — |1p1) mit Wahrscheinlichkeit 1 mittels LOCC mdglich ist.

b) (3 Punkte) Betrachten Sie nun die Zustédnde
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Ist |¢) — |¢) oder |¢) — |¢) mittels LOCC und mit Wahrscheinlichkeit 1 moglich? Ist die
Abbildungen [¢)) ® |x) — |¢) ® |x) auf diese Art moglich? Dabei ist
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ein weiterer zwischen A und B verschrankter Zustand.
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Aufgabe 2 : Concurrence

Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Definitionen der Concurrence, C' := /2(1 — Tr(p%)) und
C := | (| 0 |1) | fiir reine Zusténde in einem bipartiten Hilbertraum H = H Q@ H g mit dim(H,4) =
dim(H 4) = 2. Dabei ist die Wirkung des Operators ¢ auf einen Zustand |¢)) = g |00) 4 gy [01) +
a10]10) + aqq |[11) gegeben durch 0 |¢) = 0, ® 0, [)" = —a3, |00) + i [01) + gy |10) — agyy [11)
und pa = Tra ) (] ist wieder die Dichtematrix im Teilsystem A.

Aufgabe 3 : Eigenschaften der Von-Neumann-Entropie

Die relative Entropie zweier Dichtematrizen p und o ist definiert als
S(plo) = Tr[p(log p — log 7)].

a) Zeigen Sie S(p|o) > 0.
Hinweis: Benutzen Sie, dass die Funktion f(z) = —z log x konkav ist, d.h. f(y) — f(z) < (y — 2) f'(z),

um zu zeigen, dass Tr(f(B) — f(A)) < Tr((B — A) f'(A)) fiir zwei hermitesche Operatoren A und
B gilt.

b) Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass S(p) < logd gilt, wenn p eine d x d-Matrix ist.

¢) Nutzen Sie a) um die Subadditivitdt der Von-Neumann-Entropie zu zeigen,
S(pag) < S(pa) +5(pp).

Hinweis: Betrachten Sie die relative Entropie der Dichtematrizen ps ® pp und pap.

d) Zeigen Sie mit Hilfe von c) die Konkavitéit der Von-Neumann-Entropie, d.h.
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fir \; >0 und >, \, = 1.
Hinweis: Verwenden sie die Subadditivitét beziiglich des Zustands pag = >, Ai(pi) a® (|¢s) (¥i]) B

e) Zeigen Sie die Araki-Lieb-Ungleichung (Dreiecksungleichung),
S(pap) 2 [5(pa) — S(ps)|-

Hinweis: Erweitern Sie das System auf ABC mit einem reinen Zustand |t), sodass pag = Tre [¢) ().
Wenden Sie dann die Subadditivitdt auf pge und pac an.



