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Aufgabe 5 : Pauli-Matrizen (Präsenzaufgabe)

Für Spin-1/2-Teilchen (Fermionen, z.B. Elektronen) ergeben sich für die Komponenten des Spin-
operators s = !

2
σ in der üblichen Quantisierungsachse die Pauli-Matrizen

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

a) Der Antikommutator zweier Operatoren Â und B̂ ist definiert als {Â, B̂} := ÂB̂ + B̂Â.
Zeigen Sie damit

{σi, σj} = 2δij (i, j = 1, 2, 3)

b) Zeigen Sie

σjσk = δjk + i

3∑

l=1

εjklσl

und damit für zwei mit σ = (σx, σy, σz)
T vertauschende Vektoren a,b :

(σ · a)(σ · b) = (a · b) + iσ · (a × b).

c) Zeigen Sie die für die Zeitentwicklung von Spinsystemen wichtige Beziehung

eiασi = cos α + iσi sin α (α ∈ ).

Aufgabe 6 : Spin-1
2
-Teilchen im Magnetfeld (13 Punkte)

Das folgende Problem ist eng verwandt mit dem Prinzip der Kern- bzw. Elektronenspinresonanz.
Das System welches wir betrachten wollen besteht aus einem Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld
B(t). Das Feld B(t) setzt sich zusammen aus einer statischen Komponente B0 parallel zur z-
Achse und einer in der x-y-Ebene mit Winkelgeschwindigkeit ω rotierenden Komponente B1(t)
mit konstantem Betrag.
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Aufgabe 1: Singulett-Zustand

Betrachten wir den Singulett-Zustand von zwei Spins 1/2:

|Ψ−〉 =
1√
2

(| ↑〉1| ↓〉2 − | ↓〉1| ↑〉2).

a) Zeigen Sie, dass (~σ1 + ~σ2)|Ψ−〉 = 0.

b) Was bekommt man für 〈Ψ−|~σ1(2)|Ψ−〉?
c) Benutzen Sie das Ergebnis aus a) und b) um zu zeigen, dass

〈Ψ−|(n̂ · ~σ1)(m̂ · ~σ2)|Ψ−〉 = −n̂ · m̂,

wo n̂ und m̂ zwei dreidimensionale Einheitsvektoren sind.

Aufgabe 2: Entanglement witness

Ein “Entanglement witness” W is ein linear Operator auf dem Produkt-Hilbertraum HA ⊗ HB,
der nicht positiv semidifinit ist, und für alle Produktzustände |ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 gilt

〈ψ|W |ψ〉 ≥ 0.

Zeigen Sie, dass der Operator W = 14−2|Φ+〉〈Φ+| mit |Φ+〉 = 1√
2
(|0〉A|0〉B+|1〉A|1〉B) ein “Entan-

glement witness” ist.

Aufgabe 3: Gedämpfter harmonischer Oszillator (schriftlich)

Betrachten wir einen harmonischen Oszillator H0 = ω a†a (~ = 1), der mit einem Reservoir wech-
selwirkt. Wenn das Reservoir nur im Grundzustand ist, kann der harmonische Oszillator nur von
einem angeregten Zustand zum nächsten tiefer liegenden Zustand durch Emission eines Photons
abgeregt werden und kann keine Photonen absorbieren. Deshalb kann die Dämpfung des Oszilla-
tors durch den Lindblad-Operator L =

√
Γa beschrieben werden, wo Γ die Rate ist, mit welcher

der Oszillator vom ersten angeregten Zustand (n = 1) zum Grundzustand übergeht (n = 0).

a) (2 Punkte) Stellen Sie die Lindblad-Gleichung für den harmonischen Oszillator auf. Gehen Sie
zum Wechselwirkungsbild mit H0 über. Wie sieht die Lindblad-Gleichung für den Dichteoperator
im Wechselwirkungsbild ρI aus?
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b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Zeitentwicklung des Vernichtungsoperators a im Wechselwir-
kungsbild und des Besetzungszahloperators n ≡ a†a.

c) (2 Punkte) Betrachten wir die Funktion

X(λ, t) = Tr[ρI(t)e
λa†e−λ

∗a],

wo λ eine komplexe Zahl ist. Benutzen Sie die Lindblad-Gleichung für ρ̇I um eine Differenzialglei-
chung für X(λ, t) aufzustellen und zu lösen. Die Lösung soll in der Form

X(λ, t) = X(λ′, 0)

sein, wo λ′ eine Funktion von λ, Γ und t ist. Was ist die Funktion λ′(λ,Γ, t)?

d) (3 Punkte) Nehmen wir an, dass der harmonische Oscillator sich zum Zeitpunkt t = 0 im
sogenannten “cat state” befindet:

|cat〉 =
1√
2

(|α1〉+ |α2〉),

wo |α〉 einen kohärenten Zustand bezeichnet:

|α〉 = e−|α|
2/2eαa

†|0〉.

α ist eine komplexe Zahl. Benutzen Sie das Ergebnis aus c), um den Dichteoperator zu einem
späteren Zeitpunkt t abzuleiten. Mit welcher Rate werden die nichtdiagonalen Terme |α1〉〈α2| und
|α2〉〈α1| von ρ unter der Annahme Γt� 1 gedämpft?


