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Aufgabe 1: Eigenschaften der Fouriertransformation (13 Punkte)

Die (kontinuierliche) Fouriertransformation F(f) einer komplexwertigen Funktion f € L!(R)

ist definiert durch
F(Pw) = Fw) = —= [ e ar

a) (8 Punkte) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation

i) (Linearitdt) Fir f(t) = afi(t) + bfa(t) gilt: f(w) = afl(w) + bfg(w).

ii) Fiir f(t) reell gilt: f(w ): fH(~w).
Ist zusétzlich f(—t) = f(t), also f gerade, so gilt

- \/Z/OOO f(t) coswtdt = f‘(—w).

Ist zusétzlich f(—t) = —f(t), also f ungerade, so gilt

9 [ .
—Z\/7/ f(t)sinwtdt = — f(—w).
T Jo
iii) (Verschiebungssatz)

Fiir g(t) = f(t + to) gilt §(w) = ' f(w).

Fiir g(t) = e £(1) gilt §(w) = fw - wo).
iv) (Skalierungssatz) .

Fiir g(t) = f(at) mit a # 0 gilt g(w) = ﬁf(%)
v) (Differentiation und Multiplikation)

Fiir g(t) = £/(t) gilt §(w) = iwf(w).

Fiir g(t) = tf(t) gilt §(w) = if'(w).
vi) (Faltungssatz)

Fir das Faltungsprodukt

1 o0
0= = [ r=saoas



b) (5 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformierte f(w) fiir folgende Funktionen. Disku-
tieren Sie die Ergebnisse von ii) und iii).

i) O(t)e ™ fiir Re(a) > 0.

) = e~ fiir Re(a) > 0.
t) = —A—et*/20" fiir ¢ > 0 (Gaussfunktion).

1(t>0)

> molt+if)® 4 = | /T fiir R, 0
, | € ur he(a) > 0.

Hinweise: O(t) = {

Aufgabe 2: Diracsche §-Distribution (7 Punkte)

Wir betrachten lineare Funktionale auf Testrdumen S(R), also stetige Abbildungen ! : § — C
mit l(af1 + bf2) = al(f1) + bl(f2). Diese lassen sich mit Hilfe des Grenzwerts einer bestimmten
Folge 1,, von stetigen Funktionen ausdriicken:

() = tim [ () f(8)dt.

n—oo |

Der punktweise Grenzwert lim,,_,~ I, (t) kann, muss aber nicht existieren. Man schreibt abkiir-
zend I(f) = [%_1(t)f(t)dt und nennt [(t) eine Distribution.
Die Diracsche ¢-Distribution 6 : § — C ist definiert durch

) = [ swswa= 5o

Als Folge 0, kann man z.B. die normierten Gaussfunktionen aus Aufgabe 1b)iii) mit der Breite
on = 1/n verwenden.

a) (4 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformierte &(w) von 0(t — t9) mit dem Verschie-

bungssatz und zeigen Sie durch Riicktransformation von d(w), dass gilt:

5(t —tg) = 2177/ eiw(t=to) 4.

und damit [ e™'dw = 276(t) = V2w F (1) sowie analog [~ e ™!dt = 2m(w) =
V2 F(1).

b) (1 Punkt) Berechnen Sie mit a) die Fouriertransformation von

f(t) =sin(wot), g(t) = cos(wot).
¢) (2 Punkte) Leiten Sie die folgenden Eigenschaften der d-Distribution her:
i) Fiir f(t) stetig differenzierbar und f'(¢;) # 0 (Vi : f(t;) = 0) gilt

St —t;)
sy = Y N,
i:f(t;)=0 | f (tl) |

ii) Die Distributionsableitung I ist definiert iiber die partielle Integration I'(f) := —I(f")
fiir geeignete f. Zeigen Sie, dass damit

/ 8 (¢ — t) dt = () £ (1),



